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COMPETENCIA(S) NO ALCANZADA(S)

El (la) estudiante comprendera, aplicard y valorara la relacién nimero
cantidad y las operaciones entre los numeros de diferentes sistemas
numéricos para desarrollar un pensamiento numérico que le permita
administrar los recursos.

El (la) estudiante serd capaz de plantear, interpretar, graficar y tabular
datos para obtener informacidon de situaciones que le permitan tomar
decisiones en forma precisa y poder administrar mejor los recursos.

El (la) estudiante comprendera aplicara y valorara las propiedades de los
espacios en dos y tres dimensiones, las formas y las figuras que estos
contienen, para adaptarse al espacio porque debe sobrevivir.

El (la) estudiante comprendera el modelo de constante y variable para
aplicarlos y poder comprender los fenémenos naturales porque debe
adaptarse al medio que lo rodea.

DESCRIPCION DE ACTIVIDADES A DESARROLLAR

PRIMERA ACTIVIDAD: Busca que el (la) estudiante realice un repaso
sobre aspectos de los nimeros reales y razones trigonométricas, con
el fin de aportar al derecho basico de aprendizaje:

“1. 3.Comparara y contrastara las propiedades de los nimeros

(naturales, enteros, racionales y reales) y las de sus relaciones y

operaciones para construir, manejar y utilizar apropiadamente los

distintos sistemas numéricos.

2. 10. Describird y modelos fendmenos peridédicos del mundo real
usando relaciones y funciones trigonométricas”

SEGUNDA ACTIVIDAD: Busca que el (la) estudiante realice un repaso
sobre aspectos bdsicos de las funciones trigonométricas y cuerpos
geométricos, con el fin de aportar al derecho basico de aprendizaje:

1. “6. Identificard en forma visual, grafica y algebraica algunas
propiedades de las curvas que se observan en los bordes
obtenidos por cortes longitudinales, diagonales y transversales
en un cilindro y en un cono

2. 27. Modelara situaciones de variacidon periddica con funciones
trigonomeétricas e interpreto y utilizo sus derivadas”

TERCERA ACTIVIDAD: Busca que el (la) estudiante realice un repaso
sobre aspectos basicos de variacion y modelacion de funciones
trigonométricas, propiedades de los limites y la modelacion de objetos
geomeétricos. Con el fin de aportar al derecho basico de aprendizaje:

“1. Modela objetos geométricos en diversos sistemas de coordenadas

(cartesiano, polar, esférico) y realiza comparaciones y toma decisiones

con respecto a los modelos

2. 27. Modelara situaciones de variacion periddica con funciones

trigonométricas e interpreto.

3. 10. Describira y modelo fendmenos periédicos del mundo real
usando relaciones y funciones trigonométricas”

CUARTA ACTIVIDAD: Busca que el (la) estudiante realice un repaso
sobre aspectos basicos de geometria analitica involucrando funciones
trigonométricas y cdnicas, con el fin de aportar al derecho basico de
aprendizaje:

1. “7. Identificard caracteristica de localizacion de objetos
geométricos en sistemas de representacidén cartesiana y otros
(polares, cilindricos y esféricos) y en particular de las curvas y fi
guras conicas.

2. 8. Resolverda problemas en los que se usen las propiedades
geométricas de fi guras cénicas por medio de transformaciones
de las representaciones algebraicas de esas figuras

3. 11.Reconocera y describird curvas y o lugares geométricos.”

CRITERIOS DE EVALUACION

DBA
4.

3.Comparara y contrastard las propiedades de los numeros
(naturales, enteros, racionales y reales) y las de sus relaciones y
operaciones para construir, manejar y utilizar apropiadamente los
distintos sistemas numéricos.

6. ldentificara en forma visual, grafica y algebraica algunas
propiedades de las curvas que se observan en los bordes obtenidos
por cortes longitudinales, diagonales y transversales en un cilindro y
en un cono.

7. Identificard caracteristica de localizacién de objetos geométricos
en sistemas de representacidn cartesiana y otros (polares, cilindricos
y esféricos) y en particular de las curvas y fi guras cénicas.

8. Resolvera problemas en los que se usen las propiedades
geométricas de fi guras conicas por medio de transformaciones de las
representaciones algebraicas de esas figuras.

9. Usard argumentos geométricos para resolver y formular
problemas en contextos matematicos y en otras ciencias.
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9.  10. Describird y modelo fendmenos periddicos del mundo real
usando relaciones y funciones trigonométricas.

10. 11. Reconocera y describira curvas y o lugares geométricos.

11. 27. Modelard situaciones de variacién periddica con funciones
trigonométricas e interpreto y utilizo sus derivadas.

Propios del drea de matemdtica comunes para cada periodo

Mediante la evaluacidn, se pretende destacar a nivel individual el
desarrollo de competencias basicas en el educando, con especial énfasis
en competencias argumentativa, interpretativa y propositiva,
competencias comunicativas, competencias o cualidades personales,
competencias interpersonales, competencias laborales, competencias
tecnoldgicas, competencias sistémicas. Tomando como referencia:

Conceptos Tedricos: Lo que se aprende.

®  Aptitudes: Desarrollo de potencialidades, habilidades y destrezas.

* Actitudes: Formacioén de la voluntad, querer aprender, desarrollo de
valores.

Los siguientes son los aspectos que se tienen en cuenta para llevar a cabo
esta evaluacion:
Participacion en clase.
Evaluacién en forma oral o escrita.
Trabajo individual y grupal.
Sustentacién de contenidos tedricos.
Desarrollo de talleres y guias.
Calculo matematico.

Planteamiento, analisis, estrategias y propuestas en la solucién de
problemas.

Manejo adecuado de instrumentos tecnoldgicos, como computadoras,
calculadoras, tabletas, videos, entre otros.

Mediante la planeacion, elaboracién, seguimiento, evaluacion vy
realimentacion de proyectos de aula.

* * ¢ 4 o0

PROPIOS DE ESTA ACTIVIDAD DE NIVELACION
1. El estudiante debera presentarse en las fechas establecidas por la

institucion educativa, de lo contrario serd necesario presentar la
excusa correspondiente, si se tratd de enfermedad excusa médica
(centro de salud, tarjeta profesional del médico, es decir que sea
legal), si se tratdé de calamidad, el estudiante debera presentar una
excusa por escrito, con el acudiente y deberd estar aprobada por las
directivas de la institucion (sello de coordinacién o directivos). En
caso contrario se asumira por perdida la materia y quedara
registrado en acta de nivelacion que el estudiante no aprobd la
nivelacion.

2.  El dia de la nivelacidn, el estudiante debera presentar la actividad de
nivelacion completamente resuelta y estudiada, la cual tiene un valor
de 40% y es requisito indispensable para poder presentar la
sustentacion escrita (es decir, si no presenta esta actividad no podra
presentar la sustentacion de la nivelacion).

3. El dia de la nivelacion el estudiante deberd presentarse con el
cuaderno al dia, bien ordenado (se recomienda solicitar en calidad de
préstamo el de otro compafiero (a) que se encuentre al dia para que
el estudiante pueda adelantarse y estudiar con antelacion). Lapiz,
esfero y demas utiles que pueda necesitar. Esto posee un valor del 10
%.

4. Una vez cumplidos los requisitos anteriores (es decir, después de
verificar que el estudiante presento la actividad de nivelacién y los
materiales solicitados) se aplicara una prueba escrita al estudiante
tomando como referente los temas estudiados durante el afio 2022.
Esta actividad tiene un valor de 50%.

5. Adicionalmente, se aconseja al estudiante estudiar y resolver con
suficiente antelacién la actividad de nivelacion, la cual incluye los
temas tratados en el curso de Matematica.

6. Finalmente, favor asumir con responsabilidad la nivelacion. Lo
anterior garantizara la posibilidad de aprobar la materia.

ANEXOS (Guias — Talleres):

ANEXO 1 GUIA REPASO TEMAS TRATADOS DURANTE EL ANO 2022

FECHA DE ENTREGA
7 DE OCTUBRE DE 2022

FECHA DE SUSTENTACION
UNICAMENTE 1 A 4 DE NOVIEMBRE DE 2022

ESTUDIANTE

VALORACION  FIRMA DOCENTE

Coordinacion académica. Lucy Gutiérrez.




AREA: MATEMATICAS ASIGNATURA: MATEMATICAS GRADO: DECIMO PERIODO: FINAL
ACTIVIDAD CONVERSION DE ANGULOS (SISTEMA SEXAGESIMAL)

Angulos

Un dngulo es la unién de dos semirrectas que se cortan en un punto. Las semirrectas
son los lados del 4ngulo y el punto en comuiin es el vértice.

En trigonometria, un dngulo se define como la rotacién de una semirrecta sobre su
origen. La posicién inicial de la semirrecta es el lado inicial del angulo y la posicion
final de la semirrecta en la rotacién es el lado final del 4ngulo.

En el 4ngulo XAOB de la figura, O es el vértice, A es el lado inicial y OBes el lado
final.

() RECUERDA QUE...
Los dngulos se pueden simbo

lizar con letras griegas como
a (alfa), B (beta), y (gam-
ma), 8 (theta), & (f).

‘\u

El 4ngulo < AOB también se puede simbolizar como <.

Angulo en posiciéon normal

Un éngulo estd en posicién normal o estandar, si

estd representado en un sistema de coordenadas, en %

el cual su vértice es el origen y su lado inicial coin- I 1
cide con el semieje positivo x. e
La ubicacién del lado final del 4ngulo, en posicién \

normal, permite determinar el cuadrante donde se
encuentra el angulo, por ejemplo, el dngulo que esta
al lado derecho estd en el cuadrante IL

Un 4ngulo se determina mediante el sentido y la
magnitud de su rotacién.

»  Cuando un 4ngulo se genera por una rotacién en sentido contrario a las mane-
cillas del reloj, el éngulo es positivo.

«  Silarotacién se realiza en el mismo sentido de las manecillas del reloj, el dngulo
es negativo.

P

N

« es positivo

B es negativo

Medicion de angulos
en el sistema sexagesimal

La unidad de medida de dngulos en el sisterna sexagesimal es el grado. Cuando un 4n-
gulo realiza una rotacién completa, es decir, que el lado final coincide con el lado ini-
cial, el dngulo se denomina dngulo giro, su medida es 360 grados y se expresa 360°.

Un grado se define como 1° = 3—é0 parte de la rotacién completa.

Por cjemplo, cuando el lado inicial no realiza ninguna rotacién la medida del dngulo

en grados es 0°.

Si un 4ngulo realiza % de la rotacién completa, la medida del angulo es:

1
—-(360°) = 90°.
4 (3607

Si un dngulo realiza % de la rotacién completa, la medida del 4ngulo es:

% (360°) = 180°.

Un grado tiene dos submultiplos: el minuto y el segundo y se determinan de la si-

guiente forma:

1 minuto = 1’

1
60°

1
60’

1

1segundo = 1" =
3.600°

De esta manera, se tiene que 1° = 60} 1’ = 607, 1° = 3.600"

= Ejemplos

® Expresar 56,74° en grados, minutos y segundos.

56,74° = 56° + 0,74°

= 56° + (0,74 X 60°)

=56° + 44,4

=56° + 44’ + 0,4'

=56° + 44’ + (0,4 X 60”)

= 56° + 44’ + 24”

Por lo tanto, 56,74° = 56°44°24 es la expresién en
grados, minutos y segundos.

@ Expresar en grados 25°12°38™

Para expresar en grados 25°1238”, se escribe este
valor como la suma de grados mas los minutos

Se expresa el dngulo como
la suma de la parte entera

la parte decimal. sor .
s : multiplicados por lo , mas los segundos multi-
Se multiplica la parte 60
decimal por 60. plicados por = 61)0" , de la siguiente manera:
Se convierte la parte )

decimal a minutos.

25°12'38” = 25° + 12 X (

)+

Se multipli (L)
uttiplica por (—z

1
60°
Se expresan los minutos
como la suma de la parte

enteray la parte decimal. = 25° + 0,2° + 0,01°

Se multiplica la parte los minutos, y por
decimal por 60 para —L_ Jos segundos.
pasarlo a sequndos. = 25,21° 3.600°

Se convierte la parte

decimal a segundos.

Se realizan las sumas indicadas.

Por lo tanto, 25°12°38” = 25,21°.

Angulos coterminales

Dos angulos en posicién normal son cotermimnales si comparten el mismo lado final,
en este caso no importa la magnitud ni el sentido de la rotacién de los aAngulos.

Por ejemplo, para encontrar dngulos que son coterminales con el Angulo 0 = 120°en
posicién normal, se suma o se resta multiplos de 360° como sigue:
120° + 360° = 480° y 120° + 720° = 840°
Por lo tanto, los dngulos 480° y 840° son coterminales con © = 120°.
Los d4ngulos negativos que son coterminales con 0 = 120° se obtienen como:
120° — 360° = —240° y 120° — 720° — —600°
Asi, los 4ngulos —240° y —600° son coterminales con 6 = 120°.
\\\\ ¥y ‘*\ g K\ ¥
8% \ . " N
Net—@ = 120° g S wlis o3
S \ \/\\ 7\) i /\\ / e
- x 2
i s 6 = —240° |

| o Dibuja en el plano cartesiano cada angul

sicién normal y luego, indica el cuadrante donde

se encuentra.

| a. 45° e. 30° i. 120° m. 300°

i boN=—270% f. 235° i — 50" n. —720°
c. 750° S NE—225% % I w450% or=—30°
d. —1.190° h. 835° 1. —315° p. —240°

Expresa la medida de
nutos y segundos.
48,55

36,075°

a.

b.

Cc.

d.

12,595°
60,277

e.
f.

0

a. 20°15°12” d. as°s52’ P
b. 48°52°25” e. 122°13° h.
c. 38°19° f. 34°12°28” i.

Realiza la operacién indicada.

a. 0,72° + 2,58° -+ 3°25’307
b. 82° — 43°29’48”

c. 17°30°29” + 72.488°

d. 180° — 64°20°537

cada angulo en grados, mi-

Expresa la medida de cada angulo en grados.

Q}ecuper‘a informacién: u T]ur(x(ﬂ: 2

3-3 ] Raz:::no: 5—6—7--2’3";

o en po-

20,601
4,086°

15°10°
1392217
2°59"59"™

5

9

@

Encuentra la medida de cada angulo en grados.
Luego, dibuja en el plano el angulo en posicién
normal.

a. Media rotacién en el sentido de las manecillas
del reloj.

b. Cinco sextos de rotacién en sentido contrario
a las manecillas del reloj.

c. Siete medios de rotacién en sentido contrario
a las manecillas del reloj.

d. Un sexto de rotacién en el sentido de las ma-

necillas del reloj.
Encuentra un angulo positivo y otro negativo que
sea coterminal con cada angulo. :

275,89° 804,56
334° 234,067

a.
b.

c.
d.

2598°
72,5°

e.

£

Encuentra un angulo entre 0O° y 360° que sea co-
terminal al angulo dado.

a. 2.560° b. 3.600°

c. 1.090°

3Cudl es la diferencia horaria entre Bogota y Tokio
si Bogota se encuentra a 74°4’50” longitud oeste y
Tokio a 139°45” longitud este?

/

——



AREA: MATEMATICAS ASIGNATURA: MATEMATICAS GRADO: DECIMO PERIODO: FINAL
ACTIVIDAD CONVERSION DE ANGULOS (SISTEMA RADIAN)

: iz ; < % Ejemplos
Med|C|on de 0 ngUIOS (/"2\ § ; : @ Hallar un dngulo p051t1vo y otro negativo que

. o 1o / @ Convertir 60° en radianes.

en el S'STemQ CICIICO \)/ - } sea coterminal con § = —

L i =6y X —1§()7r . Semultplicapor (i) § . 6 ,
La unidad de medida de dngulos en el sistema ciclico es el radian. La medida de un i 18y Para encontrar dngulos que son coterminals con
dngulo en el sistema ciclico s¢ determinaa partir e a relacion que existe entre un dngulo = “18-0:,'”(1 j=Z en posicion normal, se suma 0 s¢ resta
central en una circunferencia y el arco subtendido por dicho angulo. B Sesimplifco. 6

=—n it igue:
Seauna circunferencia con centro en el origen y radio r. El 4ngulo 6 formado por dos miltplse C:nll; g o
radios y el arco s cuyo vértice es el origen se denomina dngulo central, el 4ngulo 0 Lueso. 60° = L rad T 1yp=JTLUT - T
como se muestra en la figura 1. o ' .
-5 __llz
Cuando la medida del arco s es la misma medida del radio de la circunferencia, se 3 —2— ~r=t 6121 = ——6'—
dice que 8 mide un radidn. Asi, 8 = 1 rad es la medida del dngulo central § cuyo arco @ Convertir —= 7 rad en grados.
mide un radio. 4 ) it
ke : 3o pe-doy 0 Semipls J
Si el radio de la circunferencia mide 1 unidad, entonces, la longitud de la circunfe- 4 - 4 T 180° 5 ln
rencia es 2. Por lo tanto: por (T) 1 1V o
__ ik R T Ve

+  Una rotacién completa tiene una medida de 2 rad. " i j [ I/ — A6

ol 1 SO i O ST O O B S W
» Siun dngulo realiza un =~ de la rotacion completa, entonces, su medida es =-135 | \\/ \J/

mrad. ‘

- Y . Porlo tanto, -3 7 g = 135"
+ 5 un dngulo realiza un % de la rotacion completa, entonces, su medida es nd rd = -15

madamente iqual a.
Por ejemplo r == 3,1416.

%md e TN
o Escribe el valor en grados de un radién. | o Encuentral dngulo entre Oy 21 rad queescoter- |
' minal con el dngulo dao.
eDibujacada dngulo en posicion normel, ™ gL ¢ 825
i Iz | 4
a 10 ¢ L gl si
! Loy %'ﬁ' d %17
6 4 " s i
: 0Completala siguiente tabla.
Relacion entre grados y radianes © b i vl Tl Ts M
° 5 iR | | Veetes | 1|30y |7 |
Como la medida en grados de una rotacién completa es 360° ysumedida enradia- | L ; i ' 5 iy 3 ;
nes es 2 rad, entonces, se tiene que 360° = 27 rad, b, 90° L =05 o 80 ' Grados 70 |l
| ; iy k |
360° = 27 rad ¢ 120 g 315 || o ‘ e 2_,“ “
d 135 b 240° L 330 | [Hacino 4 3 |
180° = rad Se dividen ambas partes enire 2.
360° = 27 rad @Expresa cada dngloen grados QDibu' 0sdngulos /B en posiciém normal, lu- |
|4 o e B | g esribe cada dngulo como wna pate deuna |
I° (18(}° ]rad Sedividen ambas partes entre 36(. " A 4 6 f roacion complta. ,
Py 1 e e
Siw = 3,1416, entonces, 1° = 0,01745 rad. ! b 7“ d e . 3" 2 0=10°yp=10md
Py ‘ - boa=2yp=20rad
27 rad = 360 5 e Encuentra un dngulo positivo y uno negativo que f 'g
lrad= (180 ) ad  ediideombaspartesentren. sea cotermine] con cada dngul QHalla el dngulo complementario de cada angulo
5
1 1ad = 57,296° @) RECUERDA OUE .. T " L AT (1 Y‘—rad
Bl signo == significa aproxi- b, _ll_ﬂ d _ﬁﬂ b= 705 4 f=089md
\




AREA: MATEMATICAS ASIGNATURA: MATEMATICAS GRADO: DECIMO PERIODO: FINAL
ACTIVIDAD APLICACION CONVERSION DE ANGULOS (LONGITUD DE ARCO, SECTOR CIRCULAR Y MOVIMIENTO CIRCULAR)

Longitud de arco

Para determinar la longitud de arco se considera 6 un 4n-
gulo central medido en radianes, que subtiende un arco de
longitud s, en la circunferencia de radio r, como se muestra

enla figura. ‘ s

Como un éngulo de 27 radianes determina la longitud de
la circunferencia de radio , entonces, el dngulo central 6
determina la longitud s que es una parte de la longitud de la
circunferencia, asi:

= Zi X longitud de la circunferencia
by

s=% X (27r)
s=0r

Se remplaza fa longitud de la circunferencia de radio r que es 2wr.

Entonces, la medida de la longitud del arco s que subtiende un 4ngulo central 6 (me-
dido en radianes) en una circunferencia de radio r es: s = 0r.

Por ejemplo, para determinar la longitud del arco que subtiende un 4ngulo central
6 = 45° cuyo radio mide 8 cm.

Se convierte el dngulo 6 = 45° a radianes asi:

45° = 45° X l;:)“ rad = %md Se convierten 45° a radianes.

S0 Seaplica fa férmula de longitud de arco.
e AR

5= ” rad x 8 cm Seremplazan 9y .

s=2mwcm

Por lo tanto, la longitud de arco que subtiende un dngulo de 45° es s = 2 cm.

Area de sector circular

Sea 8 un dngulo central medido en radianes, de una cir-
cunferencia de radio 7, y si A es el drea del sector circular

% Ejemplos

@ La rueda de una bicicleta de radio 35 cm gira a
raz6n de 15 rpm. Determinar la velocidad an-
gular de la rueda y su velocidad lineal.

Velocidad angular

Cuando un cuerpo gira con rapidez constante formando un dngulo central 8, la velo-
cidad angular  es la razén entre el angulo central recorrido durante cierto tiempo
0

tasi,w= o

.

Velocidad lineal

La velocidad lineal es la razén entre la longitud de arco recorrida y el tiempo que

dura este recorrido.
Vo= —":‘ Se remplaza s = 8r en la ecuacion.
oo @ O
e e e 4 [} i
t t Seremplaza w = e en la ecuacion.
v=or

LLLa velocidad lineal es igual al producto de la velocidad angular por el radio v = wr. J

Dos poleas de radio 5 cm y 3 cm, respectiva-
mente, estin conectadas por una banda de cau-
cho. Si la polea pequeiia gira a razén de 4 rpm,
* determinar la velocidad angular de cada polea.

En un sistema de poleas la velocidad lineal de
cada polea es la misma.

La velocidad angular o, de la polea pequeiia, es:

subtendido por 6, entonces A = % 8.

Por ejemplo, para determinar el érea de un sector circular
con 4ngulo central 6 = % rad, cuyo radio de la circunfe-

La velocidad angular se determina expresando
15 rpm en radianes sobre minuto, entonces, se
realiza lo siguiente:

o = Arev s 2wrad = g rad/min
1 min 1 rev

Como la velocidad lineal v, de la polea pequefia y v,

rencia es 3 cm, se realizan los siguientes pasos:

Primero, se multiplica 15 rpm por 27 (una revo-

la velocidad de la polea grande son iguales, se tiene:

Actividades &=

0 Completa los enunciados.

a. En una circunferencia de radio r, un angulo
central de 0 radianes subtiende un arco de lon-
gituds = ____ |

b. Un objeto viaja alrededor de una circunferen-
cia de radio r con rapidez constante. Si s es la
distancia recorrida en el tiempo t alrededor de
la circunferencia y 0 es el angulo central (en
radianes) barrido en el tiempo £, entonces, la
velocidad lineal es v = v la velocidad
angularesw = |

e Determina la cantidad que falta, teniendo en cuen-
ta que s es la longitud del arco de una circunferen-
cia de radio » subtendido por el dangulo central 6.

a. r=5m,s =3 m,0 =72

b. r= 10m, 6 = %rad,SZ?

1
Ci B:Erad,s=3mﬂlas,r=?
d. »r = 8 pies, ® = 2rad,s = ?
e. r=3m,0 = 120°,s=7¢
f. 6=%rad,s=10cm,r=?

e Halla el dato que falta.
a. r=10m,6=%rad,A=?
b. »r = 8pies, 0 = 2rad, A =7

c. 0= rad, A = 2cm?,r = ?

1
4
d. r=5m,A=3m?2606 =2

Soluciona problemas )

e Calcula la longitud s y el area [A = erej e
2

a. b.
A S

S04 Aﬂ g

B

Q Recupera informacién: 1 I Ejercita: 2151

El minutero de un reloj tiene 3 cm de largo. Encuen-
tra la distancia que recorre la punta del minutero.
a. En 15 minutos

b. En 25 minutos

c. En 1 h 20 minutos

e Un péndulo se mueve en un dngulo de 20° cada
segundo. Si tiene 40 pulgadas de largo, jcuanto se
mueve su punto cada segundo?

e Un aspersor riega agua a una distancia de 10 m
al girar un dangulo de 135°. Encuentra el area del
pasto que recibe agua de este aspersor.

e Una correa conecta dos poleas de radios » = 10 cm
vy R = 25 cm. Si la polea grande da un giro com-
pleto, j;cudl es el dngulo que habra girado la polea
pequeina?

e Una polea de 36 cm de diametro gira por medio
de una banda de transmisién que se mueve a una
velocidad de 5 m/s. ;Cudntas revoluciones por se-
gundo corresponden a la rotacién de la polea?

@ Un nifio hace girar una piedra atada a una cuerda
de 1,2 m de largo a una tasa de 150 revoluciones
por minuto (rpm). Encuentra la velocidad lineal
de la piedra cuando se suelta.

0 El radio de las llantas de un auto es de 42 cm. Si gi-
ran a razén de 3 revoluciones por segundo, ;a qué
velocidad se mueve el auto? Expresa tu respuesta
en centimetros por segundo y en kilébmetros por
hora.




TriGngulos

La trigonometria se origind como el estudio de las relaciones entre los lados y los
4ngulos de los tridngulos. A continuacién, se recordarén algunos conceptos genera-
les sobre los triangulos.
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TRIANGULOS (CONCEPTOS BASICOS Y TEOREMA DE PITAGORAS)

recténgulo.

Teorema de Pitdgoras

El teorema de Pitigoras permite determinar los lados que conforman un tridngulo

Sea ACB un tridngulo rectangulo con dngulo recto en C. Los lados AC y CB se deno-
minan catetos y el lado AB se denomina hipotenusa.

SiAC = b, CB = a, AB = c, entonces:

Clasificacion de triangulos

Los tridngulos se clasifican segtin la longitud de sus lados como:

a?+b=c

El teorema de Pitdgoras establece que para todo tridngulo rectdngulo, la suma de los

i Equilatero Isésceles Escaleno
E
H
I
< G
D F
Todos sus lados tienen Solo dos de sus lados Todos sus lados tienen .
\___la misma medida. tienen la misma medida diferente medida. / L Ejemplos

Los triangulos se clasifican segtin la medida de sus 4ngulos como:

@Determina.r el valor del lado que hace falta en el r
siguiente triangulo: |

cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.

Un edificio proyecta una sombra de 5 m y la dis-
tancia entre la terraza del edificio al final de la

sombra es de 16 m. Encontrar la altura del edificio.

\ Acutangulo Obtusangulo Recténgulo | A
7 cm
4cm 16 m
Todos sus angulos son Tiene un angulo obtuso Tiene un dngulo recto o} a B s —
L agudos. y dos &ngulos agudos. y dos dngulos agudos. /

Propiedades de los triangulos

Ya que del tridngulo solo se conoce un cateto y
la hipotenusa, se usa el teorema de Pitdgoras para
determinar la medida del cateto a:

Se remplazan los datos
en la férmula.

El problema se puede plantear por medio de un
tridngulo rectdngulo como se aprecia en la figura.

La altura del edificio corresponde a un cateto del
tridngulo. Se utiliza el teorema de Pitdgoras para de-

terminar la altura.

o : a2+ 42=7
Los tridngulos cumplen las siguientes propiedades:
+ Lasuma de las medidas de los angulos interiores de todo tridngulo es 180°.
2 =

« Todo tridngulo equilitero es equidngulo, es decir, las medidas de sus dngulos gotile =49

internos son iguales, en este caso cada dngulo mide 60°. 2 =49 — 16
+  Sidoslados de un tridngulo tienen igual medida, entonces los angulos opuestos -

2=

a estos lados también son de igual medida.

+  Sidos 4ngulos de un tridngulo tienen igual medida, entonces los lados opuestos

a=+3

a estos angulos también son de igual medida.

Un tridngulo muy utilizado en trigonometria es el tridngulo rectingulo, en el que
se hace el estudio de la relacién entre sus lados mediante el Teorema de Pitégoras.

Se realizan las operaciones h? + 52 = 162 Se aplica el teorema
de potenciacién. de Pitdgoras.
Se despeja el cateto B+ 25 = 256 Se realizan las operaciones
desconocido y se realizan indicadas.
las operaciones indicadas.
h? =256 — 25 Se despeja la altura
al cuadrado.

Luego, el lado que hace falta en el triangulo rectén-
gulo mide +/33 cm.

W =231~h= 231 =1519m.

| La altura del edificio es aproximadamente 1,5 m.

- €2} Recupera informa

o Completa los enunciados.

a. Segian la medida de sus lados, los tridngulos se
clasifican en...

b. Segin la medida de sus dngulos, los triangulos
se clasifican en...

c. Sien un triangulo rectangulo x y y son los ca-
tetos y z la hipotenusa, y2 = .

Dibuja en cada caso el tridngulo, segan las condi-
ciones dadas.

a. Un triangulo equildatero, cuyo lado mide 3 cm.

b. Un triangulo isésceles, cuyos dos lados con-
gruentes miden 4 cm.

c. Un triangulo isésceles, en el cual dos angulos
congruentes miden 30° y el lado que los sepa-
ra 6 cm.

d. Un triangulo acutangulo que sea escaleno.

e. Un triangulo rectdangulo que sea isSsceles.

Determina en cada caso si el enunciado es falso o
verdadero. Justifica tu respuesta.

a. Todo triangulo equidngulo es equilatero.

b. Algunos tridngulos escalenos son isésceles.

c. Ningun triangulo equilatero es isdsceles.

d. Si un triangulo tiene dos Angulos que suman
90°, entonces es rectangulo.

e. Todo triangulo rectangulo es escaleno.

f. En la siguiente figura p2 = 7222 — 72222,

— .

g. En la siguiente figura r2 = 2 + s2,

caso.

a.

cicn: 1 | ] Razona: 4] @R riodcia:s | |
o Encuentra la medida de los dngulos o« y 3 en cada
c:
=3
350 [}

e Escribe la ecuacién que permite hallar el valor de
x y resuélvela.

a.

b.

] =] E

Soluciona problemos) !

e Realiza una grafica para cada problema y soluci6o-

nalo. i

a. Halla la medida de la diagonal de un cuadra- |
do cuyo lado mide 13 cm. i

b. Una escalera de 10 m de longitud esta apoya- |
da sobre la pared. El pie de la escalera dista |
6 cm de la pared. Encuentra qué altura alcan- |
za la escalera sobre la pared.

<. Calcula el lado de un cuadrado cuya diagonal

- mide 16 cm.
d. Jorge construyd una mesa rectangular para

jugar con sus amigos. Cuando la termind, la
midié y encontrdé que un lado tenia 16 dm de
largo, 12 dm de ancho y una diagonal media
22 dm. ;La mesa es realmente rectangular?
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Cuerpos geomeétricos

Un cuerpo geométrico o sélido es una parte del espacio limitada por superficies
planas o curvas. Los cuerpos geométricos se clasifican en poliedros y en cuerpos
redondos.

Poliedros

Un poliedro es un sélido limitado por superficies planas
denominadas caras, las cuales tienen forma de poligono.

Los poliedros pueden ser convexos o céncavos. Un poliedro es convexo cuando
todas sus caras son poligonos convexos. En cambio, un poliedro es concavo si alguna
de sus caras es un poligono céncavo.

Los poliedros convexos se clasifican a su vez en regulares ¢ irregulares. Un poliedro
es regular si todas sus caras son poligonos regulares congruentes y en cada vértice
concurre el mismo niimero de caras. En cambio, un poliedro es irregular si sus caras
no son todas congruentes o no concurren el mismo niimero de caras por vértice.

Los cinco poliedros regulares son:

DU P

Tetraedro Hexaedro Octaedro d

El tetraedro, octaedro e icosaedro tienen 4, 8 y 20 caras, respectivamente, las cuales
son tridngulos equildteros congruentes. El dodecaedro tiene 12 caras, las cuales son
pentdgonos regulares congruentes. El hexaedro o cubo estd constituido por 6 caras,
las cuales son cuadrados congruentes.

El desarrollo de un poliedro consiste en determinar la unién de las superficies de sus
caras. Asi, el desarrollo de un tetraedro es el siguiente:

En todo poliedro convexo se cumple una relacién entre el niimero de caras, de vérti-
ces y de aristas. Dicha relacién se denomina férmula de Euler y se plantea asi:

C+V=A+2

Donde C es el nimero de caras, V es el niimero de vértices y A es el nimero de aristas.

/4

Por ejemplo, en un octaedro C =8, V = 6y A = 12, y por tanto,
se cumple la relacién de Euler:

C+V=A+2
8+6=12+2
14 = 14

| 0 Determina cudles de las siguientes figuras son
i prismas. Justifica tu respuesta.

e Completa la siguiente tabla, para cllo, aplica la f6r-
mula de Euler.

Vértices Aristas I

Tetraedro
4 6

Caras

6 8
Octaedro ‘
6 12

Dodecaedro /17

[

12 30

lcosaedro
20 12

N /

e Encuentra el area lateral, el drea total y el volumen
de cada uno de los prismas.

a. C. e.
3 cm i
5 cm AT
1,7 cm L 11 em | b 13 cm
4 cm k s
Sicm 2 cm
b. d. f.
2 cm
6 cm !
i
i 7 cm
7 cm E
L
o 2,3 cm

2,3 cm

Prisma

Un prisma es un poliedro limitado por dos poligonos congruentes y
paralelos llamados bases y varios paralelogrameos llamados caras laterales.

Los prismas se clasifican segtin el poligono que corresponde a sus bases. Asi, los pris-
mas pueden ser triangulares, pentagonales, hexagonales, entre otros.

También se puede clasificar los prismas en rectos y oblicuos. Un prisma es recto si
sus caras laterales son perpendiculares a las bases. De otro modao, si las caras laterales
no son perpendiculares a las bases, el prisma es oblicuo.

En cualquier prisma se puede calcular el drea lateral, el drea total y el volumen.

.\_.

7
i
T
I
'
'
'
'
'
|

!

Prisma recto Prisma oblicuo

El drea lateral (A,) de un prisma es la suma de las areas de las caras laterales y co-
rresponde al producto de la altura del prisma por el perimetro de una de las bases.
A, = hPy
El drea total (A;) del prisma es la suma del drea de las dos bases v el drea lateral del
prisma.
A, = A, + 24,
El volumen (V) del prisma es el producto del drea de la base por la altura del prisma.
V=Ag-h

= Ejemplo

Calcular el drea lateral, el direa total y el volumen del siguiente prisma triangular.

6 cm Para calcular el area lateral del prisma se calcula el peri-
metro de la base y se multiplica por la altura.

Pp=3cm + 4cm + S5cm = 12cm
3 cm
A, = h-P,=6cm- 12 cm = 72 cm?
2cm
Para calcular el drea total del prisma se calcula el drea de la base. Luego, se suma el

area lateral con el doble del drea de la base.

Ap = 3 cm -2 4 cm

Ap=A; +2A, = 7Zcm? + 2 - 6 cm? = 84 cm?
Finalmente, para calcular el volumen del prisma se multiplica el drea de la base por
la altura. /

V=Ay-h =6cm?-6cm = 36 cm?

= 6 cm?

Ejercita: 2-3 ] @ Razona: 4

o Halla el area total y el
volumen del siguiente
prisma oblicuo.

4 m

Soluciona problemas )

e El empaque de un perfume es una caja en forma
de prisma hexagonal y la etiqueta ocupa comple-
tamente tres de las caras laterales del empaque. Si
la base es un hexagono regular de lado 3 cm y la
altura del empaque es 15 cm, s;cudl es la cantidad
de etiqueta que se requiere para la elaboracion de
6 cajas de perfume?

e Un recipiente en forma de prisma rectangular
tiene 6 cm de ancho, 10 cm de largo y contiene
agua hasta una altura de 5 cm. Al colocar una pie-
dra en el interior del recipiente la altura aumenta
en 1,5 cm. 3Cudl es el volumen de la piedra?

o Una caja rectangular mide 4 cm de ancho por 3 cm
de alto por 2 cm de largo. Con respecto a esta caja
responde:

a. ;Cuantos cubos de 1 cm de lado caben en la
caja?

b. ;Cudantos cubos de 2 cm de lado caben en la
caja?

c. ;Cudantos cubos de L cm de lado caben en la
caja? 2

d. Si las dimensiones de la caja se duplican, ;en
cuanto aumenta el area total de la superficie de
la caja?

e. Si las dimensiones de la caja se duplican, jen
cuanto aumenta el volumen de la caja?

6 Los lingotes de oro tienen la forma de un prisma
cuya base es un trapecio isésceles. ;Cudl es el vo-
lumen del lingote de oro?

3
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Pirdmide

;

| Une prdmide s un polecio enl ual na de sus caras, lamada base, s un polgono

‘ y las otras cares, lamadias cars oteles, Sempre son tiéngulos que concurten en Un
vértce comin.

Las prdmides s clasifican segin ¢l poigono que cortesponde
asubase,en pirdmide riangula, hexagonal, entagonal,entre
ofres. Ademés, na pirémide puede ser recta u oblicua. Una
pirémide es ecta i todes sus caraslterales son tridngulos
isicels v es oblicua i alguna de sus caas lterals es un
tridngulo escaleno.

En una pirémide se puede calular el drea corespondiente a
l superfce de s caras €l drea total de s superfice quela
conformay l volumen.

Piramide
pentagonalrecta

Bl drealateral (A, ) de unapiémide sl suma de s dreas e s cara teals. As
si s e ndmero de lados e a base y A ese rea de una delas caras aerales,
tiene que:

A=

Bldea total (4) de unapirmide s suma del drea dela base y e drea teral.
h=At,
Fl vohumen (V) de una pirimide es L ercera parte delproducto del dre de | base
yla altura dela pirémide,

V==(4h)

1
3

% Ejemplo
Caloular el drea laeral y el volumen de unapirdmide cuya base es un cuadrado de
lado 4 cm y cuas caraslaerales son tridngulos equiliteros.

Para calcular el irea lateral se hall l drea del AEBA y se muktplica por e nimero
eados de 2 base as:

Primero, etz ltorem e Ptdgores para hallar aaltura del AEBA (figura1).

AF= (¢ cmf - (2emf = 6 - 4en' =12 am’ =346

Luego,se caoula e area del AEBA.

4= {tafitben) _ % =692’

g
Finalmente, s halla el iea ltere, parz el se muplca por 4 ¢l érea el AEBA.
A =46%0en’) = B em’

Para encontrer el vohumen se realiza Lo siguinte.

Prinero e clcula b lturade [ piramide mediante e eorema de Pitigore, ast

46= Bl P - Lonf = 9T ' - e’ = 79T e’ = L2
Luego,se mliplica un terco del ea del bese por a ltra

V=§(Aa-h)=%(l6cm2'2,82cm)=%(45,12cm3)=15,04 o

imadeuninqbsecle-
lacomo

Dondebesl e le e
(e gl

e

o Con base en una pirdmide de base cuadrada, res-
ponde Jas siguienles preguntas.

. Q¢ pasa con ¢l volumen si se duplican las
medidas deos ados de [ base?

b, Qué relacidn hay entre el volumen de la pird-
mide y el de una pirimide con la misma base
y una altura que s el doble de la pirdmide
inicial?

¢. ;Encuantoaumenta el volumen de la piramide
si e duplica el area dela base?

9 Caleula el dea fateral, el drea lotal yel volumen de
los pirdmides.

9 Caloula ef drea total y el volumen de l siguiente
pirdmide, s se sabe que la base es | mitad de un
hexdgono regular cuyo lado mide 6 cm.

6 Dos piramides con base cuadrada tienen a misma
altura, §ila medida de los lados de los cuadrados
de la base son 4 cm y 5 om, respectivamente, jqué
relacidn existe entre sus volimenes?

@ Halla a altura de na pirimide s s conoce quesu
volumen es 12.¢m’y el drea de su base es A can?

7 ACtWIdees / {?}'n' @EjethZSS‘RuzonM&BS?

n‘u Modzlo:7

@ Calcula e volumen del siguiente octaedro,

0 Determia a expresiones que permiten calular |
¢l drea lateral, el vea totaly el volumen de una pi- |
rémide de base cuadrada sf se sabe que sus avitas |
SO0 Congruentes,

Soludona problemes

@ Caloula la diferencia entre el volumen del prisma
y ¢l volumen de [s pirdmide, considerando que
tienen Ja misrma base y T altura de a pirdmide es
Ia mitad de lo altura del prismua,

Jem

——t

\
/A\
A
LA
¢ D

15¢m

o Celoula el drea total de una piramide cuya base ¢
un hexdzono regular de lado 6 cm y cuya altura
mide § cm.

@La pirdmide de Keops
tiecne como medidas FREEEEE
apoximadas 2303 mde R
ladoy 1486 mde altura,  §
Lusantoridadesegipcias, | &
preocupadasparel dete- 0
rioro de fas pirdmides,
decidieron aplicarles
un impermesbilizante  f
sobre las paredes.

. jCuantos metros cuadrados de impermeabili
zante s requieren para proteger La pirdmide de

Keops?
b, ;Cul e ¢l volumen de Ta piramide de Keops,
aproximadamente!
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Cuerpos redonaos

Un cuerpo redondo es un sdido imitedo por superficies curvas o por superfcies
planas y curvas. Lo principals cuerpos redondos son: e clindro, el cono ylaesfera,

(lindro

Un cilindro es un cuerpo recondo mitado por
Una superfce curvay dos caras planas crculres,

Buenaventura Cavaler

(151647}

Lasupefce curva queconforme e clindrosedenomina cra el as dos s ey e il

cioulres s denominn bses, Fue dicpdl d Gtk i

Bt g I e ¢ nuevo Arqimes,
0 Redliz o primera demostacn
| & Ot de P, Qe il
Cara | Al ) e
e = ko e ell’vo\umen de n sfido de
| ol
b  Longindde\ )
[a ircunferencia

Alefectuar e desarrollo deun lindro s puedeobservar quelacaralateral ertenece
aun rectingulo cuyo largo s a longitud de s circunferencia que cortesponde a o
base y cuyo ancho es la altura del clindr,

Portanto, i s e altura del ilindro y el radio de a besesetene que:

Fl direa fateral del clindro corresponde l area del recténgulo que representa su
desarrolo
A= b
Fl drea total dl clindro es a sum del drea d s dos bases y e drea lateral.
PRy RIS YRR R (B
Fl volumen del ilindro es el producto del ea de a base por  altura del clindro.
V=4ph=nrh

% Ejemplo
Calcular el drea lateral, ¢l drea total y el volumen de un cllindro e radio 3 cm y
alfura4cm,

Se remplazan as medidas dl radi ydel aturaen s expresionescorrespondientes
aldrealateral o dreatotal yal volumen de lindro. Luego, s realizan s operaciones

indicadas ast:

Arealaterdl

AL=2-1T-r-h=2'3,l4-3cm'4cm=75,36cm2 @ {V@V}RECUERDAQUE...

Areatotal <

. 1 ongd de ura cune-

irlamEi=p i mita) {m i s clcde 0 o -
= B’ mial = D, dode s

ohumen P neih e

V=rfh=314 BemP-4dem = 13Mem &4 e

E ctividades g

o Calcula el drea lateral, el area total y el volumen de

los cilindros.

& G /\
T |8

St | /'/

—— T ——

e Calcula el drea latere], el drea total y el volumen de

los cilindros, teniendo en cuenta las condiciones

dadas.

a. El radio de la base del cllindro es 09 my su
alturaes 30 cm.

b. El diémetro de la base del cilindro es 14 cm y
sualturaes 7 cm.

. Eldrea de la base es 144w cm’ y la altura es
10cm.

d. Bl valor del drea lateral es igual al valor del

volumen yla altura mide 5 cm.

e Halla el radio de la base de un cilindro si su volu-

men es 487 cm’ y sualtura s 3 m.

o Halla el volumen de un lindro quetene 5 cmde

radio y un drea ateral de 70m cnt’

Calculala altura de un cilindro si su drea lateral es

75,36 can’y el radio de su base es 4 cm.

0 Calcula el area total yel volumen de los siguientes |

s6lidos.

Y

5

jm

3Cudl es el volumen de la caja con el hueco?

1
1

@ierdm: 12 Ruzona: HSﬁ[

(% Soucion problemas )

; aA una caja cabica de lado 15 cm se le hizo un :
hueco en forma de cilindro con un radio de 5 cm.

|
:
|
i
i
i

e Fn una empresa de enlatados se utlizan recipien- |

tes con forma cilindrica para empacar arvejes |

C0MO S¢ Muestra a continuacion,

cidad?

b. ;En cudldelos dos recpientes se uliza mayor |

cantidad de hojalata para su elaboracidn?

¢. Sien cada recipiente la etiqueta cubre toda
[a cara lateral, jen cual de Jas dos etiquetas se |

utliza mayor cantidad de papel?

de la base?
12

2. ;Cul de los dos recipientes tiene mayor capa-

0 Una emmpresa empaca paiiuelos faciales en cajas |
conforma ciindrica e radio 12 cmyaltura 30 cm.
Debido 2 los costos del empaque se cambiaré su
presentacidn y ahora se utlizardn cajas rectan-
gulares, de tal forma que s¢ conserve la altura del
empaque anterior yla basesea cuadrada. Para ue |
Jacaa rectangulartenga la misma capacidad dela |
cajaclindrics, zcudl debe ser fa medida delado |
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Cono

”kUn €0no &5 un cuerpo redondo limitado por una superficie curvay una cara plana circu!ar.J

El cono est4 conformado por los siguientes elementos: cara lateral, base, vertice,
altura y generatriz. La generatriz es el segmento que tiene como puntos extremos el
vértice del cono y un punto de la circunferencia deJa base. La altura es la medida del
segmento perpendicular a la base, cuyo punto extremo es el vértice del cono.

Sies
Virtice Vertice —
Alturah Generatriz
Generatriz
Cara lateral
Cara lateral
Base

Si se simboliza con r el radio de la base del cono, con g1a generatriz del cono y con
h su altura, se tiene que:

Fl rea lateral del cono corresponde al drea del sector circular que resulta de su
desarrollo.
A=Terg
El 4rea total del cono es la suma del drea de la base y el drea lateral
A=A tA=mergtart=aer(gtr)
El volumen del cono es un tercio del producto del area deJa base por la altura,

V=%(A3-h):%(w-r2°h)

% Ejemplo

Calcular Ja medida dela generatriz, el irea lateral, el area total y el volumen de un
cono cuyo radio es 5 cm y su altura es 6 cm.

Para hallar la medida de la generatriz se aplica el teorema de Pitagoras.
¢ =(6cmf+ (5 cm)? =36 o’ + 25 cm? = 6l cm’ = 7,81 em

Luego, se remplazan las medidas del radio, la altura y la generatriz para calcular €l
drea lateral, e drea total y el volumen.

A=merg=314-5m 781 cm= 122,617 cm?
AT=1T-r-(g+r)=?>,14-5cm'(7,81cm+EScm)=201,11cm2

Y= E(W reh)= %(3,14 + (5 cm)? 6 cm) = 157 e’

2. ;Cudl de los conos tiene menos capacidad?
b, ;Cudl requiere menos material en s elabora-
cion?

@ Calcula el arealateral, el area total y el volumen de
los conos.

&

§em

6 Hella el radio yla generatriz del cono que tiene un
volumen de 6 cm® y una altura de 2 cm.

e Halla el volumen de un cono si su &rea lateral es
15w cm? y s drea total e 247 e

e Calcula la diferencia entre ¢l volumen del cllindro
v ¢l volumen de los conos que aparecen en cada

m

T e

B

. 3
pea tu:2-5—6| Ruzmq:347\

e Cuél de]os siguientes cuerpos geometricos tiene:

2. Mayor volumen.
b. Mayor érea lateral.
¢. Mayor drea total.

e Cuando se hace girar un tridngulo rectingulo
sobre uno de sus catetos se genera un cono.
Determina el area total del cono que se genera o
girar cada tridngulo rectingulo sobre €] cateto de
color rajo.

Sem fem 5o

5em 6cm lm

Solucona problemas

@ El siguiente es un tanque donde se almacena ¢]
agua para el riego en época de sequia. §i el radio
dela base mide 2,5 m, responde:

a. ;Cudl esa capacidad del tanque?
b. §ielagua quehayenel tanque marca una altura
de 5 m, jcudnta agua hay en el tanque?
¢. Siun litro de agua pesa 1 kg, jcuanto pesa el
agua del tanque cuando esta lleno? (Recuerda
que 1 ltro equivalea | dm?)
= =




PARA ESTA SEMANA SON DOS PAGINAS (PAGINA 1)
AREA: MATEMATICAS ASIGNATURA: GEOMETRIA GRADO: NOVENO PERIODO: FINAL

Esferq

Una esfera es un cuerpo redondo limitado por na superficie curva. Todos
los puntos dela superfcie de 2 esfera equidistan deun punto lamadlo cento

La distancia entre un punto de la superficie de o
esfera y el centro se denomina radio.

Ta interseccion de la superficie de la esfera con un
plano que pasa por su centro se denomina circun-
ferencia maxima y el circulo determinado por esta

a ] [
se denomina circulo maximo. Circunferencia

Sise representa con rel radio de L esferase tiene que: méima

E| drea de la superficie de I esfera es cuatro veces el érea del circulo méximo.
A=demed
Para deducir la expresion A, = 4mr* se realizan los siguientes pasos:

+Primero, se enrolla una pita alrededor de a superficie de una semiesfera.
+ Segundo, se mide lalongitud de la pita utlizade.

+ Luego, se enrollaa pita desde el centro del circulo méximo y se mide.

+ Finalmente, se comparan ambas medidas.

Circulo maximo Circulo méximo

Con este procedimiento se comprueba que la cantidad de pita que se utiliza para enro-
lara superficie delasemiesfera, esel doble de a cantidad de ita tilizeda para ntollr
el circulo méximo. De donde se deduuce que el drea de La superficie dela semiestera es
Ag=2mr.Por tanto, el rea dela superficietotel de e esferaes A= 0r) = dmr”

% Ejemplo

Calcular el drea de la superficie de una esfera de didmetro § cm.

Como la esfera tiene un didmetro de 8 cm su radio s 4 cm. Luego, se remplaza la
medida del radio en la expresidn A, = 4mr’, de donde se obiene que:

AT=4”17'11=4-3,l4-(4cm)2=4-3,14' 16 cm? = 200,96 cm?

Por tanto, el drea de la superficie de Lo esfera es aproximadamente 200,96 cm?.

Volumen de la esfera

Elvolumen de la esfera se calcula mediante [a expresion:

y=dop
3

Donde res el radio de la esfera.
\_

Para deducir la expresion V = %m" se construyen piramides triangulares con-

gruentes, de tal forma que sus vértices concurran en el centro dela esfera ylog vértices
de sus bases estén sobre la superficie de la esfera,

El volumen de cada pirdmide es V = %AH *h, de donde la suma del volumen de

todas las pirimides es V = %AB, th+t —;—ABJ ht.+ %AH’ *h.
Esta expresion se puede escribir de la siguiente forma:
V= % (s Ayt Ay)

A medida que se aumenta el nimero de piramides, se tiene que el drea de sus bases se
va haciendo igual al drea de la superficie de la esfera, y su altura se va haciendo igual
al radio de la esfera, Por tanto, la frmula anterior se transforma en:

V= % oro dy
Luego, se remplaza el drea de la superficie de la esfera.
V=dipigoqop
3
Finalmente, se simplifica la expresion.

y=diog.p
3

% Ejemplo
Calcular el volumen de una esfera de radio 6 cm,
Se remplaza el radio y se realizan las operaciones indicadas ast:

V:%-w-r3=%~3,l4'(6cm)3=';1-'3,14‘21601113

= L;’% cm’ = 904,32 cm?

Por tanto, el volumen de la esfera es de 904,32 cm?.




PARA ESTA SEMANA SON DOS PAGINAS (PAGINA 2)

AREA: MATEMATICAS ASIGNATURA: GEOMETRIA GRADO: NOVENO PERIODO: FINAL

Cuerpos geometricos

Un cuerpo geometrico s ung parte gelespaciolimitada
porsuperices lanas o v, Los cuerpos geomeicos
se lasficanen poliediosy en cuerpos redonclos

Un poledro esun sl limitado porsuperfices plands
enominadas coes,

Un cuerporedondoes i slico mitado por superfices
CUIVAS 0,00rSUperfcies planasy v,

Un-clingro 5 un cuerpo redond fmitado por
nasupeiic cunvy dos caas planas ciculres
» s e A, = v donce sl
drdodelabase.

+ Restod A=A y=Lmi
+olmen V=4, -h=ath

Un conoesun;uer""redorﬂo’_muado P
0 superice curayuna arm plana Gl
+ sl A = donderesel e
 beygeslomei deb et
+Healoth =4 A =ag 1

 Volumen: V= %ﬁg}l:-“—?l

Tronco de picmide

Un ronco de pirmide s 2 pate de un coo con'
prendicda ente s base y un plano pardlelo ata

PP

+ healte A = : +g,dondePesel pereto

delabase mayor, ' eselperimetro de a base menor
y aeslaapotema

Aeatotd: A =w-a At A, donde A esel
4

dieadela base mayoryA'eseldreadelabase menor.

h

. Volumen:V=€-(A+A’ + vﬂ)‘

Pirdmide

Unamémtdeesunpoﬁedm _Lega_lmade
515 e, lmads e, 5 n o
ofescaas amadis e,
mngubsqueconmnenenmvemcecomm

+ el = o condeAesel st
unacaralateralyneselnumerodebdosde_
b ==

A=k 4
+olumen: ;--;-(ﬂﬁ-h). =

Ung sfera 25 un cuerpo edondo f

tado porung superice cunG.

+ hea de o uperce 4 = 4ar,
dondereseliadode pest

« olumen; V= -;-m’

Un prisa s un polear fmitado por
dos pollgonos congruentes  paraels
lamados bsesy varos paralogramos
lemados coroslerles

+ e et A = 17, donde hes
atura Pyes el perimetiogelabase

« Reatoat A=A + 24, donded,gs
dlaradelabase.

+ Vohmen:V = Ay

Tronco de cono

U tronco de cono &5 & pate e un cono com-
ovencida ente basey Unplnoparleoa st
+ healged 4 = 7l + ) dondegslome-

dida el generlz A es e oo g o base
majoryreselrdodebbisemenor.

ootk =gt
.v@;umval}mmm, =

Actividades

| o Calcula el drea de la superficie y el volumen delas

esferas,
R=4cm
R=6cm

e Encuentra el rea de una esfera que tiene un volu-
men de 36m cnr’.

e Halla ¢l volumen de una esfera cuya superficie
tiene un drea de 497 cnr’.

o Una esfera de radio 11 cm estd inscrita en el cilin-
dro, como se muestra en la figura, Determina:

a. Elvolumen de la esfera.
b. Eldrea total del cilindro.
. Blidrea de la superficie de la esfera.

e Determina la razon entre ¢l volumen de dos esfe-
ras y la razon entre el drea de sus superficies, s
radio de una esfera es la mitad del radio de la otra.

i o Calcula el volamen y ¢l area de la superficie de los

siguientes cuerpos geomelricos,
a b.

Eldrea e la superficie de un cubo y de unaesfera
¢5 216 cm®. Determina cudl delos dos tiene mayor

volumen,

Eif:nrité: lhﬂ ‘ Razona: 4:5-6:8

0 Halla el drea y el volumen del siguiente cuerpo
geometrico.

Soluciona problemas

o En la entrada al parque
Jaime Duque (Cundi-
namarca) se encuentra 5
un monumento que fue =
realizado como un ho-
menajea Dios. Estemo- 55
numento e una mano
que sostiene una esfera,
la cual representa el
mundo. £l didmetro de  *
laesferaesde 25 metros
y la altura del monu-
mento es de 30 metros.

2. Sise decide cubrir la superficie de la esfera con
una pintura protectora, jcudl es b cantidad de
pintura que se requiere?

b. ;Cudl es la capacidad de esta esfera? _

. ;Cudl es la longitud de la circunferencia |
maxima de la esfera?

@ Se empacan esferas de radio 2 cm en cajas rec-
tangulares. Si se desea empacar doce esferas de |
tal forma que queden seis encima de las otras seis
como e muestra en la figura, responde:

a. 3Cudles son las dimensiones mininmas que debe
tener la caja?

b. i se va a rellenar con arena los espacios que
quedaron vacios en la caja, jcudntos centime- |
tros cubicos de arena se necesitan?



SOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Solucion de friGngulos
rectangulos

La trigonometria es de gran utilidad en la solucion de problemas de medicion de
longitudes dificiles para el ser humano, tales como la altura de las montaiias, la altura
de drboles y la anchura de rios y lagos, entre otros.

Resolver un tridngulo rectangulo significa hallar la medida de sus tres lados y de sus
tres dnqulos interiores,

Los lados del tridngulo ABCsona, byc.
Los dngulos interiores son <A, <By 4C.

Cuando se tiene un tridngulo rectingulo para resolver,
se pueden presentar dos casos: cuando se conocen un
lado y un dngulo o cuando se conacen dos lados.

Resolucion de un friangulo
rectangulo cuando se conocen
un lado y un dngulo

Cuando se conocen el valor de un dngulo y la medida de un lado, se plantea una
ecuacion de acuerdo con la definicion de las relaciones trigonométricas en la que al-
guno de los lados desconocidos es la incégnita y se hallan los demis datos utilizando
las propiedades de los tridngulos.

Las siguientes son las posibles situaciones que se pueden presentar cuando se conoce
un lado y un dngulo.

Resolucién de un triangulo rectingulo cuando se conoce
un cateto y cualquier dngulo diferente al dngulo recto

Por ¢jemplo, resolver el tridngulo ABC con ¢l dngulo recto en €, cona = 5my

4B = 35°
«  Primero, se construye el tridngulo ABC con los datos indicados (figura 1).

+ Segundo, se plantea una ecuacién con la razén trigonométrica que asocia a los
dos catetos. Luego, se despeja la variable desconocida, asi:

tan 35° = é =b=5un35"=b=~35m

« Tercero, para hallar la hipotenusa se utiliza el teorema de Pitdgoras. Para ello se
remplazan los valores conocidos, se efectian las operaciones y se despeja la hipo-

tenusa,
dthP=c=c= J5’+ 35" =c=6]1

«  Cuarto, para hallar ¢l valor del €A se plantea una ecuacion utilizando la propiedad
de la suma de los dngulos internos de un tridngulo rectingulo y se despeja el valor
del dngulo. €A + 4B + 4.C = 180° = LA = 180° = (35° + 90°) = A = 55°,

Por lo tanto, los clementos del tridngulo ABC son: @ = 5 m, b=35m¢=61m,
LA =55° 4B = 35y LC = 90°,

5m al

A

Resolucién de un tridngulo rectdngulo cuando se conocen
Ia hipotenusa y un dngulo diferente al dngulo recto

Por cjemplo, para resolver el tridngulo rectingulo ABC con dngulo rectoen C, ¢ = 8
my €A = 25° (figura 2);

Primero, se construye el tridngulo ABC con los datos indicados.

Segundo, se plantea la razén trigonométrica que relaciona el cateto opuesto, el
dngulo dado y la hipotenusa, luego se despeja la variable desconocida, asi:

a
sen 25° = E =a=8%n25"=a~34m

Tercero, se determina ¢l valor del otro cateto. Para obtener el cateto b se usa una

razon trigonométrica y se despeja b, asi:

cos 25° = g =b=8¢c0s25°=3b=72m

Cuarto, se halla el valor del dngulo que falta (<B), para cllo se plantea una ecua-
cion de acuerdo con la propiedad de la suma de los dngulos internos de un tridn-
gulo.

JA + LB + 4C = 180° = LB = 180° = (25° + 90°) = <B = 65°

Por lo tanto, los elementos del tridngulo ABC sona = 34 m, b=72m,c=8m,
4A =25 4B = 65°y 4C = 90".

Resolucion de un triangulo rectdngulo
cuando se conocen dos lados

Cuando se conocen dos lados del tridngulo rectdngulo, s usan las funciones trigo-
nométricas inversas para poder determinar el valor de los dngulos desconocidos. El
tercer lado se determina utilizando ¢l teorema de Pitdgoras,

Por ejemplo, para resolver ¢l tridngulo ABC con dngulo recto en C y cuyos catetos
miden 5 cm y 7 cm respectivamente, se realiza lo siguiente:

Primero, se dibuja un tridngulo rectingulo con los datos dados (figura 3).

Segundo, se plantea la razon trigonométrica que asocia los dos catetos y se halla
el A

tanA = E = (,71
‘ 7
<A = arctan 0,71 == 35,5° Se remplazan los datos y se despeja el 8.
Tercero, se despeja el B de la ecuacién 9A + <B + 4C = 180°
<B = 180° = (90° + 35,5°)
4B = 54,5° Se halla el dngulo cuya tangente es 0,71,

Luego, para hallar la hipotenusa ¢, se plantea el teorema de Pitdgoras y se rempla-
zan los datos conocidos.

Finalmente, se despeja c.

A=+ b= =514+7= =25 449 =¢=86cm

Los elementos del tridngulo ABCsona = 5 ¢m, b = 7 ¢m, ¢ = 8,6 cm, <A = 35,5°,
4B =545y 4C = 90°,

5¢m




j Actividades §

EJEMPLOS Y ACTIVIDAD SOLUCION DE TRIANGULOS

o Escribe s razones trigonométrias para el ngu- 0 Resuelve,

lo/f del siguiente riingolo.

D\
)

| 0 Responde, a cudntospis equivale un metro?

para | dngulo en cada tidngulo,

)A

o Resuelve los siguientes rngalos rcclﬁngulos

0 Encuentra e valor de as razonestrigonomelricas

i (
| A’
§
= 1

Dos dngalos complementarios de un trdngulo
rectingulo estén reacionadosask "uno de clloses

@i ©ransse] Q;lodda;ww “

|

Actividaces §

0 Resuelve cada tridngulo si s posible, D no ser

cinco eces mayor que cualro veces f ot’ Sl ”
ladoopuestoallado mayoresBem, halkamedi- - o Avy7, reclinguloen ¥rx = Semy= i\ 2em

dadela hipotenusa,

0 Determina st a airmacidn es falsa o verdadera |
paraun tringulo ABC, con ngulo recoen €. ||

Justificatu respucsta,
A A<l A send=cosh
bosenB<tand e senAtsnb=l -

¢senA<eel tnAXtinp=]

o Encuentra el vlor dela variable o s variables -

ginsea el caso

A

0 Demuestra queelperimelro deun octigonoregu-
la inscrito enuncirculo de radio 3, std dado por

A
P= 48scn
Ny 7

OGcncrahm la demostracion del punto antcrlor
paraun poligono regulardenlados nscritoen n
circulo e radior.

@ Halla el drea del region sombreada,
bl

3

|
Il
\
[

|

ashexplical razdn.

4. DABC rectinguloen e = 4em,A = 30
b, AMNP,rectinguloen ;= 6em,p = 10cm

d. AHI, recldngolo en Hh = 8cmj = 10¢m
¢, PQR, rectingulo en R: P = 58°, = 6cm

luciono problemos

@ Para detrminaraalura de una torre José s ubi
aa 10 delatoreey midecl ngulo e 40° como
st muestra en la figura, §i la estaura de José es
1,74 m, determina [ altura e atorte.

N

@ Fl coploto delaeroplano represenado ena fguay
quevueha a una alurade 000 pessobe l ive el
océano descubre unaia, Caleula e anchode i,

@ Un cable para teléfono
* §0 tiende, estrechamen
teentreos postes como
§¢ muestra en a figura
Cul e La longitud e
cable necesriopara ¢
fa operacion, §i se re-
quiere un 3% adicional
para sujlar ¢l cable?

n

| @ Eledificio de Nucva York Empire Statetene 1.250

‘ an—ch l“

pies de altura, Encuentra el dngulo de elevacidn
de s dlimo piso desde un punto de a calle que
estd a 5,280 pies desde abase del edifco,

S 200l et

@ Desde ¢l borde de un acantilado el éngulo de de-
presidn de un velero¢s 24 Encuentraa disanci
que hay desde lpie del acanilado hasta f bote

@ Unatoreede 135 pis de altura et itvada en a
orllla deun lago. Desde b punta e atorte el dn-
gulo de depresidn deun objetoen  orill opueta
allago esde 36" Caleulael ancho del lago

@ Camilo practca skateboarden una rampa, cuyacl:
taraes de 3 m, Ladistancia,desdela parte mis ata
hastadonde termina|a ampa en el pso esde Sm,

Encuentra ol angulo de elevacin e a ampa.
|

Y esto que oprendi, ¢PARA QUE ME SIRVE? |

Pata determinarla ltura e un cohete
(nlmaminodectes vl i e el

e v o gl 3l qe s ot ¢ e
| st




SOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS
(ES DECIR TRIANGULOS QUE NO SON RECTANGULOS)
TEOREMA DEL SENO

Solucidn de triangulos
oblicudngulos

En esta seccidn se estudiardn los tridngulos oblicudngulos y dos teoremas que rela-
cionan las razones trigonométricas para resolver este lipo de tridngulos.

Un tridngulo oblicudngulo es aquel que tiene tres dngulos agudos, o dos éngulos
agudos y un angulo obtuso.

Cuando se tiene un tridngulo oblicudngulo se pueden presentar los siguientes casos;
Caso 1: se conoce un lado y dos dngulos (LAA 0 ALA).

Caso 2: se conocen dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos (LLAY).

Caso 3: se conocen los tres lados del tridngulo (LLL).

Caso 4: se conocen dos lados del tridngulo y el dngulo comprendido entre ellos (LAL).

Para resolver los tridngulos anteriores se utilizan dos teoremas que son: la ley de
senoy la ley de coseno.

Ley de seno

La ey del seno se utiliza para resolver un tridngulo oblicudngulo en los casos 1 y 2
LAAoLLA. \

Ley del seno: para un tridngulo con lados o, by ¢y dngulos opuestos a cada lado <A, 48
y «C respectivamente, se cumple;

senA senB  senC

e L —

£s decir, en todo tidngulo oblicudngulo la medida de los lados es directamente propor:

cional al seno de los dngulos opuestos,
\ J

Laley del seno se puede demostrar de la siguiente manera;

En un tridngulo ABC se traza una altura b,y se obtienen dos tridngulos rectingulos
ADCy DCB (figura).

c
Del tridngulo ADC se tiene que: ;
h ‘
senAd===h=bhXsenA :
b ih
Del tridngulo DCB se tiene que: |
h L VLI g
senB===h=aXsenB : )
a
Si se iguala hen las dos expresiones se tiene que: b X sen A = a X sen B,
snA _sen B
Esto se puede expresar como; —— = T
a
i se repite el proceso trazando una altura desde el vértice A se obtiene:
enB_senC

b c

Actividades G

o dentificaen cudles de los siguientes casos usarfas
laley deseno para resolver el tridngulo, Justifica tu

fespuesta
a B :
' Jem

‘

|

' ‘

i G f

| Yo
V /

| ANl

- 0 Resuclve los sguientes tridngulos

A,

d ¢
B
dem
; Sm fem
A
A
17em
/ A48‘100’ 152cm

lZan

“ e d

B

16cm Hem

A Nem ¢
¢

j‘ o Halla el valr de b en cada tridngolo,
L A= == T

b LA =440 = 18cm, {B =86
¢ 4C=88, 44 =55a= lem
A 4C=950=9cm,c= 12em,

¢ SA=450= Mem,e=12em
f. 4A=110%0=13¢emyc=8em
\” g {A 10°, ¢ = Mcm,a 1§m

—
Q Recupera wlormacdn: | @ Eeraita: 23 :

Solucona problems |

leBC= 109S3cm.4fA 102° y AC = 80 cm.
Calcula fa medida de AB,

| e Determina la altura del edificio,
B

=

A
3mi

0 Calcula La ahtura a la que caminan dos viaeros

cuando cruzan un desfladero por un puente col- |

gante como se muestra en la figura,

o Un rodadero para niftos en un parque tiene 30

con tespecto al piso. La escalera para subir al ro-
dadero mide 18 pis defargo. jQué dngulo de le-
vacidn con respecto l piso tiene laescalera?

o Un poste estdinclinado 11° con respectoa lavert
caldelSol.E1 poste et una sombra de 80 pis de
largo sobre el piso cuando el ngulo de elvacion
del Solesde 20° jCul s a longtud del poste?

o Determina el perimetro del trifngulo isoscels
MNP cuya NM base mide 15 cmy 4N = 32",

NM

thun paralelogramo ABCD se cumple o iguien- |

pies e longitud y un dngulo de clevacidn de 36°




TEOREMA DEL COSENO

Ley del coseno

La ley del coseno se utiliza para resolver un tridngulo oblicudngulo cuando se pre-

sentan los casos 3y 4, es decir, LLL y LAL,

L

Ley del coseno: para un tridngulo con lados 0, by ¢y dngulos opuestos a cada lado 44
48y 4 respectivamente, se cumple:

' = b+ ¢ - becosA

b= o + ¢ - 2 o3 B

¢ = ot + ¥ = dabcosC

El cuadrado de I longitud de cada lado s igual a la suma de los cuadrados de los otios
dos lados mens el doble producto de las fongitudes de estos lados por el dngulo que
se forma entre ellos,

\, =22y

L demostracion del teorema del coseno se basa en el teorema de Pitigoras. En un tridn-

gulo ABC se traza una alra hy se obtienen dos tridngulos recténgulos ADCy DCB,
Del tridngulo ADC se tiene que:

san=’-;=9h=bXsan cosA-‘-%::d:lJXcosA

-

o
1
|
|
|
!

=

|
r 1

Por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo DCB se tiene que:
d=(e=dP+ i

Yaqueh=bXsenAyd=bX cosA,se liene que:
d=(c-dit = =(c~bXcosA)P+ (bsenA)

: Seesuelven todos
d=c=2bXcosA+ b X ot A+ B Xsen’ A productos
@ == 2b X cos A+ D (cost A + sen? A) Sefoctonzapor
factor comn,
@= b= 2bXcos A Seremplazo
cost A+ sentApor 1,

De igual manera, se pucde hacer la demostracion para las otras igualdades,
b= ot + & = daccos B

(=t 4 b= 2abcosC |

i Actividades

|
o Encuentra la medida de los ados y log dngulos de 0 Dos carreeras recas ¢ cruzan en un punto P for
cada tridngulo

)

‘; 0 Utliza ey de oscosenos paa demostrar que

|

Esl Soluciona problemus]

o Losados de un tridngulo miden 72cm, 86 cmy

o Un terreno triangular tene lados de longiudes m En un trapecio ABCD idsceles, I base menor |

mando un dngulo de 2°,En un punto R de una de
s cartterashay un edificio que estd 2 368 m de P,
y en un puno § e la olra carelera, hay u edifcio
que std a 426 m de P Determina a istancia entre
RyS.

0 En un momento dado, cuando un avin estaba di- |
rectamente arrba de una carelea recla que une a |
dos ucblos, os dngulos declevacidn con respectoa |

¢ ¢=12emb=3em, 44 = 48°
estos pucbloseran 21,2°y 12, |

|
[ b=10cma=7m 4C= 104
g a=6emb=dome=3om

2. Determina las distancias del avion a cada uno ;
de los pueblos e dicho instate, consderan-
douna separacidn de 45 km entre los puntos
representaivos de los pucblos |

b, Determina laalttud del vuclo del avidmenese |

momento.

Dalx A AU

39 cm. Encuentra a medida del ngulo menr,

o}:'ncucn'lm el perimetro de un tridngulo sbsceles @LasdiagomlesdcunpmlelogmmosccorlanenIos

puntos medios respectivamente, Una de las diago-
naes mide ey otra mide 6 cm, y el ingulo que |
| seformaentre ellos esde 50°, EncuentraJa medida |

cuya base mide 30 cm y ol dngulo opuestoa la |
base mide 42",

| olndismnciacnlrcdospuntosXyYnoscpucdcmc-' - delos ados el prallogramo,

dir directamente, pues entre ells hay obsticulos,

Serecurtea otro punto Zy seobtiene: X2 = 25m, i) v
V2= 3 my dXZY = 74" Determina XY, | ‘

. | |
oI’.nunparalclogmmoPQRSsclicnequePO=4cm. | A “

QR =25 emy 4Q = 60°, Caleula AP | |

5m,3 my 25m, Halla ol ;'mgu[o de mayor me: AD=2em, [abase mayor BC 5'4 (my 40=5"
dida, : Calcula o medida el diagonal del trapecio, ‘

f
.

‘w' ' \|

\

e, —— -



AREA DE UN TRIANGULO Y SU ACTIVIDAD

Area de un friéngulo

’

Una aplicacidn divecta delteorema del seno es st uso para hallar e rea de un tidn-

gulo cuando se conocen dos lados y el dngulo comprendido entre lls,

Eldrea de un trdngulo ABC, que tiene las medidas de dos ados y el ngulo entre ellos
estd dada por la expresion:

Eldrea de un trdngulo MNP, que tiene las medidas de s tes lados estd dada por la
formula de Heron:

A= ,[r(r =m){r = n)(r = p),donder = il

2

\

" Ejemplos
@ Hallareldrea el trdngulo ABC, dondea =2em; ¢
b=15emyqC= 30", ' , /

Setienen los datosde los adosy el éngulo quese forma

; ‘ absenC 5

entre ellos, por ello se usa la formula A = =

para hallar ¢l drea del tridngulo ABC. A

(22)(15) sen30°

A= y . Seemplonenlfmublosdaosdodo. .

A=825em! Se reafzan s operociones Indlcadas.

Eldrea del tridngulo ABC es 82,5 cm’,

\

@ Hallar el drea de un tridngulo cuyos ados miden 7 cm, 5 cmy 8 cm, respecti-
~ vamente, '

Como se tiene la medida de los tes lados del trdngulo se utiliza la rmula de
Herdn, ot

7+5+8§
r= =10¢m Se hallo e semiperimetto de tridngulo
- Seremplazan los datos en
A= 10010 = 7)(10 = 5)(10 =

JO( J0-5K10- ) Jos formulas de Herdn,
A= 001610 = {300 = 7 B e Serealizan los

J10)6)2) = 300 = 132 i

indicadas,

ELdrea deltridngulo es de 17,32 cm?,

A sele denoming el semiperimetro del idnoulo. J

/)
| b, 0
‘ 12¢m
| i ,\m=1dXDXscna
2
‘ Im |
ity i
40¢m
‘ T

% Ejemplos

Un terreno de forma triangular mide en dos de sus fados 16 my 25 m y ¢
dngulo entre elos es e 35°,Sise vaa epartiren drcas iguales entre res per-
sonas, eudnto debe medir f drea de a parte del terreno que le corresponde

acada persona?
be sen A o
Seutilizala formula A = T i que se conocen dos lados del ridnguloy

el dngulo entre ells,
i (l6)(25)25¢n35 . %ﬂ} 4]

Como ¢l drea del terreno es 11471 m?, entonces, s divide entre 3 y s obtiene
36,236, Luego,a cada persona le corresponden aproximadamente 38,236 m?del

lerreno.

0 Halla | rea de cada trdngulo.

1

S

15¢m

Actividades

"

@_ipim 3.’ ;l—u:omH fn]

9 Demuestra que ¢l drea de un cuadrilitero cual-
quicra s gual la mitad del producto de us dia-
gonales por el seno del dngulo que forman.

N

Q

b 1

P

—
=
=

16 0 Demuestra que en todo tridngulo XYZ

|
5cm A; > :{x’y b 2

7em

\/

| 6 La sguiente iguralustra l teorema de Pitigoras

| 0 Tres circulos e radio e, 4cm y S son tangen-

tes entre s, Halla el drea e regién sombreada, !

£1=a2+b2

Demuestra que ¢l drea de toda a figura s
ab &),




Identidades

TRIGONOMETRIA ANALITICA
(IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS)

tfrigonométricas

Una identidad es unaigualdad entre dos expresiones, Asi, las expresiones 12 =7 + 5,

— 3z

2
x’—y’=(x—y)(x+y)y-zz—__;

=z son

identidades. La primera identidad se

establece entre nimeros, la segunda y la tercera identidad se establecen entre expre-
siones algebraicas. La segunda se cumple para todo valor de x y de y. En cambio, la
tercera se cumple para todo valor de z diferente de 3.

tricas y que se cumple para todo valor de la variable donde ests definida la funcién.

LUna identidad trigonométrica es una iqualdad que contiene funciones trigonoméhJ

senx

Por ejemplo, tan x =
cosx

es una identidad trigonométrica que se cumple para

T 0 .
todo valor de x diferente a N donde 1 es un numero impar,

Relaciones reciprocas

En la unidad 2 se establecieron las relaciones reciprocas correspondientes a las
funciones seno, coseno y tangente; en la presente unidad se tratan las relaciones
reciprocas de cada una de estas funciones como identidades trigonométricas. Las

identidades reciprocas son:

1
sena = ycsCa = ,donde sena # 0
s wena
1 1
cos@ = ——yseca = .dondecosa # 0
seCc x Cos
1
tana = ycota = —— ,dondetana # 0
Colax tana

Se puede verificar cualquiera de las identidades relacionadas asignando un valor

™
para o en el cual esté definida la funcién. Por ejemplo, para ¢l dngulo i posible

verificar que se cumple la identidad sen «

n ’:7. = % se realiza lo siguiente:

= ——, Asi, teniendo en cuenta que

Se remplaza T enlaidentidad reciproca

1 1
= T 7
csc — 2v2 v se evolda cosecante en el valor dado.
4 2
2 V2
— Se realiza la divisién y se racionaliza.
2J5 2 e reali. ] 3

De ahi se puede observar que sen «

1 w
se cumple para — .,
a 4

o Scgin el texto explicativo de las paginas 140 a 142,

responde las sigu

\| b,

c. ;Cudles ident

ientes preguntas.

:Qué es una identidad trigonométrica?
:Cudles son las identidades reciprocas?

idades trigonométricas son ra-

z6n de dos funciones?

‘ e Determina el valor de la funcién del dngulo «, a
partir del valor de la funcién dada.

a. colasitanom=—v‘8 d. senasicsca=ls—2
1. s 2 1
| b. sec « sicos @ =—; €. csc « sisen o =—2—
! . Vi3 . s
€. cosaxsisecax = —— f. tanasicota = =
3 ) 4
9 A partir de los valores de las funciones dadas, ha-
l1a el valor exacto de las otras funciones trigono-
métricas.
| a. cos():lysen!):_z_“z
3 3
- V17 417
b. sena = Yy cosx = ————
17 17
3 4
C. SeNT = —= YyCOST = —
5
2
d. tand = 1 ysendh = T
€. cosu = = y CSCv = — =4
: Jaa 7 3
7 V33
f. secB = —— ysenp = —
cc B = 7 B =
/55 5
g <otla = — ycosa = ———
11 4
o Escribe cada una de las siguicntes expresiones en
términos de seno y coseno. Luego, simplifica.
a. cosOtan 0 e. el
csc 6
| b. secax cot f. seca + tan o csc
Z -
<. cosOcscO e Sy + sen B
. sen O
d. sec x cos h. senf:secO

tan &

Relaciones que son razén
de dos funciones

Las funciones tangente y cotangente sc pueden expresar en tér-
minos de seno y coseno. Esto se deduce a partir del analisis de las
lineas trigonométricasen la circunferencia unitaria. Asi,enlagra-

ficalos tridngulos OQS y OPR son semejantes. De ahi, que se

pue-

da establecer la proporcionalidad entre sus ladps de tal forma que

os _
0S OR
circunferencia, se tiene que PR =

Qs

Ahora, segin las lineas trigonométricas estudiadas en la unidad 2, PR, QS y OS
corresponden a las funciones tangente, seno y coseno de un dngulo 6 en posicion

o sen @
normal. Luego, se tiene que tan ) =
i cos @
: cos
deducir que cot0 = ——.
sen

. Como OR = 1 porque corresponde al radio de la

- Utilizando un método similar se puede

Las funciones tangente y cotangente se pueden establecer como una 1azon entre las

funciones seno y coseno. Por tanto, se tienen las identidades:

wnf <osB
fanl = —— donde cos B # 0y (018 = —— dondesen0 # 0
0s & sent

Con las identidades descritas hasta el momento, se pueden simplificar expresiones
que contengan funciones trigonométricas. También es posible encontrar el valor de
determinadas funciones a partir de otras dadas, como se muestra en los siguientes

ejemplos.

o Ejemplos

@ Hallar el valor de Ia funcién csc 0 si se conoce que sen 6 = — >
1
Como ¢0 = g Yo Que es la identidad reciproca que corresponde a
< osen

3 d
cosecante, se remplaza sen = S o dicha expresion, de donde se tiene

1
ue csc ) = .
S e |

2

Luego, se simplifica, con lo cual se encuentra que csc ) =

@ Determinar el valor de sec 0 si se conoce que tan € = 1.
= 1. De ahi se deduce que

sen
cos0

Como tan® = cent y tan 0 = 1 se tiene que
cos8

el valor de sen € debe ser el mismo que el valor de cos 8. Esto sucede cuando

ll=§.dondesenﬂ=cos0= i}.?uesloquc sec O
1 2 Bz
secf=——="—="Z=7
ETE
2

o3

2

%

1
0s 0

243
=

se concluye que

iercita: 3 | (@) Rozona 45 7| ’

l o Determina si las siguicentes proposiciones son ver-
dadcras o falsas. Justifica tu respuesta.

o) oG

o 1
a. Sicot ©® = 2.entonces, tan 0 = 2
23
b. Sisec O = » cntonces,. cos 0 =
< 2
<. Sisen0 = = entonces, csc 6 =
e 4 5
d. Sicos©® = —, entonces, sen 6 = —
5 4
€. Sicsc 8 = 1, entonces, sen 0 = 1
| G Establece el valor exacto de las scis funciones tri-
gonomdtricas. a partir de las condiciones dadas.
a. sen@ = — ycosa >0
| 13
' 3
b. tanu=-‘;yscna<0
€. €sCax = 2ycota <0

o Resuclve

plifica el resultado.
2. scc B (cos B, + sen B)
b. sen v [(cot v)(csc v)]

- Soluciona problemas )

—_— = —,

x

Explica ¢6mo trazas la
grificadey = secxpara

T ™
——— < x=<< — ,apartir
2 2

o 1 +cotx ) fcosx
1 + tanx ) sen x
d 9 sec y 8 seny ) 5 tan®y
" L4 seny {15 sec y 6 sen’y

las operaciones indicadas. Lucgo, sim-

o En la grifica se muestra la funcién y = cos x para |

de la grifica dada y
de la identidad reci-
1

cosx

proca sec x =




IDENTIDADES PITAGORICAS

Identidades pitagodricas

Las identidades pitagdricas son:
sen? @ + cos? 0 = 1 sec?B® =tan?B + 1 csc?2 @ = cot? O + 1

Las ldcnudad&s pitagéricas se deducen a partir de las lineas trigonométricas que se
encia unitaria. - -

enla

Demoslrauén desen?® + cos?0 = 1
Sea Plx, y) un punto scbre 1a drcunferencia unitaria. Por defini-
consecumple que s ©@ = xysen B = y.~
Como x? + y* = 1 se cumple para todo punto de 13 circunfe-
rendia unitasia, se deduce que: sen’ 0 + cos? B = 1.
La identidad se cumple para todo valor de 8. y2 que el dominia
de las funciones seno y coseno es el conjunto de los nimeros
reates.

Demostracidn de sec? 6 an? @ + 1
Sean sec O = Of y 1an 8 = RS segun La definicidn de Ii- ¥ =
neas wrigonométicas. luego, se liene que ¢l tridngulo OS]
es rectingulo, y por tanto OR? = SR? + 052 es decis,
OR? = SR? + 1, porque OS = 1 corresponde al radio de 1a
circunferencia. Al remplazar se iene quesec? 0 = 1an? 0 + 1.
La identidad se cumple para todo valor de © # -, doode

n &5 un niEmero entero iMpas, ya gue en estos valores las fundio-
nes secante y tangente no estan definidas.

Demostracion de ¢sc2 8 = cot? @ + 1

Sean csc O = OT y cot © = T'W las lineas trigonométricas
correspondientes a cosecante y cotangente del angulo 6.
Luego, el tridngulo OT¥/ es rectdngulo y en consecuenca
Ot = JW? 4+ WO, como OW = 1, setiene OF7 = TW? + 1,
de donde se deduce que << 0 = cot? + 1.

L2 identidad se curnple para todo valor de © # np, donde
€5 Ln NEMero entero, puesto que en estos valores las funciones

cotangente y cosecante no estdn definidas.

Las xdcnhdadcs pitagdricas permiten expresar una funcién en términos de otra. Por
i d ) coseno de la

de seno

cjemplo, cos 8 = x se puede expresar en tér

identidad sen? 8 + cos? © = 1 de tal forma que cos? 8 = 1 — sen? 0 ¥> en consecuencia,

cos B = =1 — sen’0
De la misma forma se puede expresar sen 0 en términos de coseno asi:
sen?@® = 1 — cos? 6

+=J1 — cos?0

sen 0 =

o Calcula el valor de todas las funciones trigono-
métricas para un dngulo B ubicado en el cuarto

cuadrante si se sabe que:

2 7

a, cosB == d. ¢csc B =——

! B=3 e 4
5 3

b. = esen I = e =

sen 3 5 < sv.:c[) >

6 9

c. t =—— f. tBg = —=

an B > cot B s

‘ e Escribe cada expresién en términos de seno.

a. cotx-secx h. 3cos® + 6tan 0

[ e. 2+ tanPB + ScosPB L.
2 1 3
f. — 2tan’ O m. —cos B — =cot?
csc? @ 2 B 5 B
g tan* 8 — csc? © : E sec x
P ——— = - —_———
sec? 0 & - cot*x csC X

b. cot?0-csc O ii 3+ tana — 3csca
‘I & sen? 6 j 1 —sec’
tan® 0 p sect B
d csct vy — 1 Kk tan® 0 -+ 1
( cos ¥ cot y : cos 8

3tan?a — 4 sec? «

o Escribe cada expresién en términos de coseno,

; a. sena k. 3esc?x + :
an? x 4 secx
b. seca L —
3 secx
c. tan O m. secfB+Htan
| ’
! d. secia n. Scosa+ 3csca + tana
c. cscla
‘ f. cot®ysec~y o. tan? 0 + 2o 0
sen 0
sec? y —
| g tanBcscO P- eyl
seny tan y
{ senx colx 2s
{ h., ——————— q. (1 + senB)’ — 23enB
3 3
‘ ; T —csc? a - cos’ 0
! cse? a - cot* 6
j sec? 8 — cot* O cot* + 1
I 3 csc? O : sen©

Expresion de una funcion
en términos de las otras cinco

Cada funcién se pucde expresar en términos de las otras cinco funciones utilizando
las identidades reciprocas, las identidades que expresan una funcién como razén de
otras dos. y las identidades pitagdricas.

Por cjemplo. sen o sc puede expresar en términos de las demds funciones trigono-
mdétricas de Ia siguiente mancra:

En términos de cos «: se utiliza la identidad pitagéricasen?a + cos?a = 1 de don-

de se despeja sen o, de tal forma que sen e = =1 — cos’ex .

+=V1 — cos’ . de tal

1

En términos de sec «: se remplazacos a =

en sen o« =
sec o

B
forma que sen o = =_f1 — sesdecinnsena = = _[1 — ==
sec sectex

= 3 s = . 1
En términos de csc «: se expresa mediante la identidad reciproca sen o« = -

CsSC ©x
En términos dc cot «: se despeja csc « en la identidad csc? a = cotPa + 1 de tal ma-
. 1
nera que csc @ = =VJ1 + cotex . ¥ se despeja
SCn e

1
sen <, asi: sen a = -
:31 + cot«x <

En términos de tan «:se utiliza la identidad sec? @ = tan® « + 1 donde se sustituye

1 = = 1
- Lucgo. se despeja cos® o, asi:cos? &« = ————
tana F 1

Lucgo. se remplaza csc o =

sectox = ———
<cosTax

Finalmente, se remplazacosZa — 1 — sen
1

2 <x ¥ se despeja sen o« de donde resulta

sen o = = (1 — -
+ 1

En Ia siguicnte tabla s¢ resume ¢dmo expresar las seis funciones trigonométricas en
términos de seno, coseno y tangente.

ta

l Funcién sen 6 <os 6 tan O I
- tan0
sen © sen © =1 — cos’0 Y
TP
1 4+ tan“0 .
1
cos 0 =J1 — sen-© cos © _——
V1 + wan‘o
sen O Y1 —cos'0
tan 6 = - = tan 0
Y1 — sen’0 cos©
1 t V1 + tan’0
csc 6 = — =
sen 6 Y1 — cos'e tan 6 -
1 1
ec © = o L
2 J1 — sen'0 cos O 1 12
M1 — sen”6 cos© 1
cot 0 = =
= sen O sll — cos"6 tan ©
<

Lporeita ;Ll] @ Razona: 2-3-4 Sl ’

| e Expresa cada funcidn en términos de la funcién
que se indica en cada literal. ‘
A, sen x cos x en términos de cot x.
b. tan B csc B en términos de sec 8.
1 F -
c. —— en términos de csc 6.
<ot 0
sen o
scna ¥+ cosa
¢. (tan @ + cot w)? en términos de ¢sc w.
1 ; z
——————— en términos de cot 6.
1 — sen? [ |
g- tan’a + 3 — 5sec? « en términos de sec a.

en términos de tan «.

| h. sec x - cot x - tan x en términos de csc x.

. tan :
i. . B en términos de cot B.

ot 3

. sen x cot x g
j- en términos de sec x.
| I —cotx I —tanx
tan cot §
k. Y Y__ en términos de csc ¥ |
1 —coty 1 —tanvy |

9 Escribe un ejemplo para verificar que las siguien-
tes igualdades no son verdaderas.

a. (senx + cosx)? = sen?x + cos? x ‘

b. sec® = uan® @ + 1
c. Jsen’y-l—cos"y = sen vy + cosy

d. 3cos?20 +cosO—-—2=0

¢, cotw (tan w) = tan w

o Utiliza las identidades fundamentales y una cal- ll
culadora para obtener el valor de todas las funcio- |
nes trigonométricas. ‘

a. sccx l.642y0<x<§

b. cscx=2.276y0<x<§

c. (:0!.::"04955)'1':'<x<—32E

3
d. cscx=4y?ﬂ<x<21r

e. tanx = —0,974 y'% <x<T



IDENTIDADES DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE ANGULOS
(SUMA DE ANGULOS)
Tangente de la suma de dos dangulos

La deduccion de la férmula para calcular la tangente de la suma de dos dngulos, s¢
realiza a partir de las férmulas de seno y coseno, de la siguiente manecra:

Identidades para la suma de angulos

Las identidades trigonométricas para la suma de dngulos son:

sen (o + B) = senacos B + cosasen B
cos (o + B) = cosacos B = sen asen B
tana + tanf

tan(a + B) =
1- tana tanf

Para deducir las formulas de la suma de dngulos se analizan los  y
tridngulos formados a partir de dos dngulos adyacenles ayp.

En la figura, se cumple que CD 1 OF y CE L OF, de donde se de-
duce que LEOF = 4ECD,

Ademds se cumple que GD = E-P-'y GE = DF.

Teniendo en cuenta estas premisas, a continuacion se deducen las / \
formulas para el seno, coseno y tangente de la suma de dos dngul -

5 o
Seno de la suma de dos dngulos

Para deducir la formula correspondiente al seno de la suma de dos dngulos se realiza
¢l siguiente procedimiento:

DC +GC
sen(a +B)=—= DOHGE Se utiliza la definicién de seno.
oc oc
= E + G_C Se aplica la propiedad distributiva.
000 - ®
= __E_r_ . OE GC CF Se sustituyen teniendo en cuenta que
ocC ()r oc CE DG = EFy se multiplica por 1 cada sumando.
= E . ﬂ + —G—g . E Se utiliza la propiedad conmutativa de la multiplicacion.
OE OC CE OC 5

- =senacosfd + cosasen Se ap/vcan las definiciones de seno y coseno.

De donde se concluye que sen (& + 8) = sen a cos B -+ cos a sen .

Coseno de la suma de dos angulos

La deduccién de la formula para calcular el coseno de la suma de dos dngulos se

realiza asi:
OD ()F - DF
cos{a + B) = e Se aplica la definicion de coseno,
Lo ) &)
= E - ﬂ Se utiliza la propiedad distributiva.
oc oC
= E % - @. . CE Se multiplica por 1.
OC OE OC CE
_OF OE _GE CE Se aplica fa propiedad conmutativa
OE OC CE OC de la multiplicacion.

=cosaxcosfB — senasenf3

Por lo tanto, se cumple que cos (a + B) = cos « cos B — sen a sen B.

Actividades

o Dectermina el valor de cada funcién utilizando las |
identidades para suma y diferencia de dngulos.

a. cos 165° h. tan 105°
b. sen 15° i. cos 195°
<. sen 75° j- sen 285°
d. cos 345° k. tan (—120%) |
23 |
| e. sen| ——AT I. cos—ar
[ 12 ] 12 ‘
13 19
f. tan = m. sen—77
| 12 12
5
8. << —nT n. tan—7r |
12

9 Escribe cada expresion en términos de seno,cose-
nd o tangente de un solo angulo. Luego, obtén <l
valor correspondiente, si ¢s posible.

sen 32° cos 58° + cos 32° sen 58°

=
b. cos 50° cos 275° 4 sen 50° sen 275°
<. sen 110° sen 70° — cos 110° cos 707
d. cos 116°.cos 64° — sen 116° sen 64°
a7 7T aT 7
€. sen— cos—— 4+ Cos— sen —T7
12 12 12 12
7T 4T 7ar o
f. cos—— cos— — sen— sen —
‘ 3 8 8 8 8
;‘ tan 20° + tan 25°
| 5
| & T —tnz0°tan 25
tan 200° — tan 80°

: h.
’ . 1 + tan 200° tan 80°

o Usa las identidades de suma y diferencia de dngu-
| los para demostrar cada identidad.

tan («x + B)

sen 105° = sen (60° + 45°)

a. cos {30° — x) + cos (3:0" + x) = \/Ecosx
b. sen = —cosx
<. tlan x+—) m.nx+J_
l—s/_tﬂnx

d. sen 3——: = sen 3-9-2

2 2

+
<. m=l+cotxtany
sen X cos y

i pem by COEX ATy

cot x cot y—1

sen(ax + B)

Se expresa la tangente en términos de seno y coseno.
cos{ax + 3)

sena cosfB + senf3 cosa
cosx cosf3 —senasenP

Se aplican las férmulas seno y coseno de
la suma de dos éngulos.

sena« cosf3 + senf3 cosax
cosa cosf3

f‘_”i"ﬂco?ﬁ — sena senfB
coso cosfB

Se divide cada factor entre cos e cos 3 # 0.

sen B cosa
cosa cosf3
_ senasenf3
cosa cosf3

" sena cosB
_ cosaxcosP
~ cosa cos B
cosw cosB

Se utiliza la propiedad distributiva.

tana + tanf3

Se simplifica y se aplican identidades fundamenitales.
1 — tanatanf3 =

= Ejemplos

Determinar el valor numérico de sen 105° usando las identidades para la
suma de dngulos.

Se realiza el siguiente procedimiento:
Se expresa 105°como la suma de 60"y 45°.

Se aplica la férmula para ef seno
de fa sumo de dos dngulos.

sen 60° cos 45° + sen 15° cos 60°

32 21
= % T + % —2- Se calcula el seno y el coseno de cada dngulo.
= _‘/; + _‘i.: . Se realizan las operaciones respectivas.
6 +
De donde se deduce que sen 105° = Jir‘i—z—- .

Demostrar la identidad sen (ax + w) = —sen «.

Se utiliza la identidad de seno para la suma de dngulos. Asi:

sen (a + 1) Sen o« COs T + sen T Cos « Se agplica la identidad.

(—sen a)(1) + (0)(cos o) Se calcula sen 7T y €Os T,

i ST 0L Se simplifica.

Con lo cual queda demostrada la identidad.

E,»-«-‘r':, 1 I Rcmnc 3-4 l \

o Encuentralosvalores parasen (ax + B),sen(a — B),
cos (a + B), cos (a — B) para cada condicién.

a. cosw@ = —4. cos 3 =§. « y B son dngulos

2

25

ubicados en el primer cuadrante. ;
3 12 .

sen o ===, cos B = Tk esta en el cuar-

to cuadrante y B esta en el tercer cuadrante.

5 1
——, cos 3 = —— ,xy B sondngulos

|
5 l

sen o
ubicados en el tercer cuadrante. -

= 7 B
€cOos ——, sen B3 ——, x estd en el se-
13 2
gundo cuadrante y 3 estd en ¢l cuarto cua- |
drante.

Soluciona problemas )

e Para determinar la temperatura mdaxima (en gra-
dos Fahrenheit) de Chicago, se utiliza la funcién:

T(n) = 26,5 sen (—n = —) + 56,5
6 3

donde n rcpresenla los meses, y 1 = 1 es ¢l mes
de enero.
Demuestra que T(#1) se puede escribir como:

T(rn) = —13,25 [scn (%n] + 3 cos(%n)] + 56,5

o Demuestra que se cumplen las siguientes igluai-
dades teniendo en cuenta que XA, By << C son
* los tres dngulos interiores de un triangulo:

cos(A —C) —cosB=2cos AcosC |
tan A + tan B + tan C = tan A tan Btan C

a.

b.

o La fuerza para mantencr
la caja en la rampa esta
dada por:

w (sen « + o cos )
€OS &x — L Sen o

F =

donde w es el peso, 0 ¢l dangulo de inclinacién y |
e = tan 0. Demuestra que F = w tan (ax + 0).




ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ecuaciones
trigonométricas

Las ecuaciones trigonométricas son aquellas que contienen funciones rigonométri-
cas de un dngulo «, Ias cuales son verdaderas sclo para ciertos valores de a.

Por ejemplo, las siguientes expresiones son ecuacionces trigonométricas:

3

- cosx =22 2cosx+1=1 2sen®x + senx — 3 = O

Cada ecuacién se cumple solamente para algunos valores de ka variable x.

Las ecuaciones trigonométricas pueden ser lineales o cuadriticas dependiendo el
grado que tenga la funcién. Por ejemplo, 2 cos x + 2 = 1, es una ccuacién lineal
porque coseno tiene grado 1. En cambio, 2 sen? x + sen x — 3 — O es una ccuacién
<uadritica ya que ¢l mayor grado de la funcién seno ¢n la ecuacién es 2.

Resolver una ccuacién trigonométrica es determinar todos los posibles valores de la
variable para los cuales se cumple la igualdad. Las ecuaciones trigonométricas mas
simples son de la forma f{x) = k, donde X es constante, cuya solucién se explica a
continuacién. -

Solucion de ecuaciones trigonométricas

de la forma fix) = k&

Para resolver una ecuacién trigonométrica de Ia forma fix) = k, donde f{x) cs una
funcién trigonométrica y X es una constante, se utiliza ¢l concepto de funcién inversa

para determinar los posibles valores de x. Por ejemplo, para resolver cos x — S 5e
b2 you : 1
debe tener en cucnta que, cos x = Sy solo sicas™ ! S|=% En este caso, como
m 57

coseno es positivo en los cuadrantes [ y 1V, los posibles valores de x son e =5 para
.0 << x << 27r. Sin embargo, la ecuacién puede tener infinitas

soluciones, lo cual se puede observar en la siguiente grafica:

1
Ndétese que larecta y = =5 intersecaa la grifica de la funcién cos x en infinitos puntos,

Sk By 3 2 =
¥ por esto la ecuacién cos x = — ticne infinitas soluciones.

De manera general, una ecuacién trigonométrica puede tener infinitas soluciones o
ninguna solucién.

Actividades

o Responde:
a

:Cémo se resuelven ecuaciones trigonomeétri-
= cas lineales?

b. ;Cémo se resuelven
cas cuadriticas?

ecuaciones trigonométri-

e Determina cuil de los siguientes enunciados es

|
{
|
|
3 verdadero y cudl es falso. Justifica tu respuesta.

| |

a. Toda identidad es ecuacidn.
b. Toda ecuacidén es identidad.

l o Encucntra la solucién para cada ecuacidon enclin-
tervalo [0, 277).
a. lcosx| =0,5 f. 2senx = —J/2

“b. 3tanx+ 2 =tanx g. sccx=\/5
¢, 2cotx —3 =5 h. 2cosx + 3
d. J3cotx= —1 . 2cosx—J2 =0
e. 6senx =0 jo 3secx=6

I
e

0 Determina cudles de las siguientes afirmaciones
son verdaderas. Para las afirmaciones falsas, es-
cribe un contracjemplo.

a. La ecuacién tan? x = 3 tiene dos soluciones en

elintervalo 0 = x = 47.

La ecuaciéon 4 sen & — 1 = 0 no tiene soluciéon

en clintervalo w << 0 = 277,

¢. Laecuacion sen? x — 6 = 0 no tiene soluciones

reales. .

Laecuacién 10cosx — 1| = Otiencunasolucién

: kil 5 x5
en ¢l intervalo | O, = y tiene otra soluciéon en

e! intervalo

v
—. 7 |-
2

¢. Laecuaciontan 8 — 11 = 1 tiene una soluciéon |
= 3
enelintervalow < 0 = —2— ‘

f. 52,4° es una solucién de la ecuacion —Stan 9 |
= 6,5.

La ecuacién 3 csc¢ x — 1 = 0 no tiene solucién.
. La ecuacién 4 sec x = 2 tiene dos soluciones.

i. EI angulo © = % es solucion de la ecuacién

cosBtan 0 — sen?B = 0.

QRccupcro nformoodn: lI

Ecuaciones trigonoméiricas lineales

i tri étricas lincales sc resuelven despejando la funcion trigo-

Las ec

8
nomeétrica hasta obtener una expresion de la forma fix) = k.
Por cjemplo. para resolver Y2Zcosx + 1 = 2, se despeja sen x, asi:
N2 icosx =1 Seresta l.
1
cos x = —— 7
J2 Se multiphica por ——. =-
_ Mz
SO =% 2 Se racionaliza.
aw
De este modo, las soluciones de las ecuaciones para el intervalo [0. 2] son x ﬁ?
7
yx=—:

-3

Ecuaciones trigonométricas cuadrdaticas

Las trig £tricas cuadriticas se pueden resolver utilizando la facto-
rizacién, siempre quc sca posible. También se pueden resolver expresando la funcién
de la forma 3? = k, donde y es una funcion trigonométrica y k ©s la constante.

Por ejemplo, para resolver sen? x — 1 = 0O, se realizan los siguientes pasos:

sc - -+ =0
(sen x IMscnox n Se factoriza teniendo en cuenta
et Y ) que hay una diferencia de cuadrados.

senx + 1 =0 Se iguala a cero cada factor.

Finalmente, se resuclve cada factor como una ecuacion trigonométrica lineal.

senx — 1| = O,siysSlosi.sen™'1 = :I—;v en el intervalo [0, 277].
= 3 Saia
secnx + 1 = O,siysdlosi,sen™ ! (—1) = =5 en €l intervalo [0, 23], o
- i 3 3
Dec donde se concluye que las soluciones de sen* x — I = O son S e cl inter-

" wvalo [0, 237).

= Ejemplos
(@) Resolver la ccuacién trigonométrica 2 sen x — Y2 = 0 en cl intervalo [0, 27].

vz

Se despeja seno de la ecuacién 2 sen'x — /2 = 0 de tal forma que sen x = %"

Como la funcién seno ¢s positiva en ¢l primer y segundo cuadrante se tiene que

sen™! [—"22] = % o sen”' [?2] = 3:1—17 . Por tanto, las soluciones de Ia ecuacioén

3
son % Y T‘" en el intervalo [0, 237].

rotar 2 )} Raz;nazd _‘,—GI

Usa la calculadora para solucionar cada ecuacién
en el intervalo [0°, 3607°).

1
a. 2cos @ + ; = cos 0 RECUERDA Q@
b. 3tan8 — 4 = 2tan 0 Pata resolves una ecusoon
3 (uadeética ée fa forma:
c. sen0 — % =0 - a+h+c=0
AR % = ot se utiiza la formula;
2 —b + S A
¢c. 7cos0 — = +cosHh = —3 e x
3 e

f. 4scc® —2=6secH .

o Relaciona cada ecuacién con la gréfica que repre- !
senta su solucién en [0, 247). I

a.

y
1
’;";\““]./ 1. Y3cosx=2
a \\1;;/ 27 x
b. y
2Bk -——--- =
Tﬁ 1\ / 2. 3cosx =2
- 2w X
-1

2cosx =

W

1 -
\&..../ 3.
2

SR -

- Soluciona problemas )

o A causa de las mareas del océano la profundidad
P de un rio varia como una funcién de sen de x,
dependiendo de la hora del dia. Cierto dia, la fun-
cién tuvo una forma: ’

P =3sen %(x—n + 8

donde x = 0, 1, 2, ..., 24, corresponde a las 12
p-m., 1 a.m., 2 a.m. y asi sucesivamente. Responde:
:Cuil es la mixima profundidad del rio ese
dia? ;A qué hora tiene lugar ese fené6meno?

:A qué hora ¢l rio tiene una profundidad de
10 m? : |

a.

b.
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GEOMETRIA ANALITICA — -
T 7] s Y 0
o (DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS) | /./l
L finea recto 7=
"ol I J}RJ‘
' ' 1 R |
La geometria analitica es la parte de la matemitica que conecta el dlgebra con la : ‘}l X L ;) e -
geometria. Con ella cs posible resolver problemas geométricos en forma algebraica, : B B e
Ademis, la geometria analitica se trabaja cn un sistema de coordenadas.
Figura 1

Para el estudio de la linea recta, primero se definen lugar geomeétrico, distancia entre
dos puntos y pendiente de Ia recta como se presenta a continuacion,

Lugar geométrico

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que pertenecen al plano cartesiano y
que cumplen determinada caracteristica geometrica comiin.

[ relacidn con Ia caracteristica comin de los puntos que pertenccen al lugar geomé-
trico del plano es posible realizar su representacion analitica por medio de una ecua-
cion, la cual se denomina ecuacidn de un hugar geométrico. También es posible realizar
la representacion geometrica por medio de una grdfica en el plano cartesian,

Para determinar la ecuacion de un fugar geométrico, se expresan algebraicamente las
propiedades de los puntos P(x, y) de ese lugar, mediante igualdades que relacionan
las variables xy y.

% Ejemplos

Determinar la ecuacion del lugar geométrico en cada caso:

a. El conjunto de puntos del plano cuya distancia al origen es 3 unidades,

EI conjunto de puntos del plano cuya distancia al origen s 3 unidades es un lu-
gar geométrico denominado circunferencia con centro en ¢l origen (0, 0) y radio
3, como se muestra en la figura, Para establecer la relacion entre las variables x y y
delos puntos P(s, y) que pertenccen al lugar geométrico, se procede de la siguiente
manera:

Se construye el tridngulo rectangulo OQP, luego se tiene:
gtp=¥
Xogtp=9

Seaplica el teoremea de Pitdgoras,

Seresuelve la potencio,

Por lo tanto, el lugar geométrico tiene por ecuacion

fp=9,

b. El conjunto de puntos cuya coordenada en x es igual a su coordenada en y.

El conjunto de puntos cuya coordenada en x s igual a su coordenada en y es una
linea recta como se muestra en la figura,

y Para determinar I ecuacion del lugar geométrico, se ex-
2 presa en forma algebraica la relacion entre las variables,
| como x esigual a y se escribe x = .
=-1/[ 1 25 Porlotanto, la ecuacion del lugar geométrico es.x = y.
I
) Ena grdfica se muestran algunos puntos que pertenecenal

lugar geométrico, estos son: (0, 0), (=1, = 1), (1, 1), (2,2).

Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos Alx,,y,) y Qlx,, y,) del plano, se simbaliza como d(P, Q) y

estd determinada por la fdrmula diP.Q) = J(x, =)+ (- ).

La formula de distancia entre dos puntos se deduce a partir del teorema de Pitigoras.
Asi:

Sean P(x;, y,) y Q(x,, y,) dos puntos del plano y d la longitud del segmento de recta
que une a P con Q (figura 1),

Si R tiene coordenadas (x,, y,), se traza el tridngulo rcéténgulo PQR condngulo recto
en R, la longitud de los catetos es:

PR=|x, = x|
QR =y, -y
La longitud de la hipotenusa (d) se determina de la siguiente manera:

(PQ)* = (PR)* + (QR)?

Se aplicalo distoncia entre los puntos x, y ,

Se aplicala distancia enire los puntosy, yy,

Se aplica el teorema de Pitdqoras

2 P - ” T
=g, = x P+ |y, =y P Se remplazan las longitudes,

Sedespejad.

Como(x,=x¥ = o, = xPyly, =y =y, =yl

d=J|x,-x,l’+ I)':”)’lll

d= \{(-\'1 - xl)’+ (}'z = }'1)2

Por Jo tanto, la distancia entre Py Qes: d(P, Q) = J(x, -5 + (= n)

Por ¢jemplo, para hallar la distancia entre los puntos P(1, 5) y Q(~3, 2) se aplica la
formula,

d(P, Q) = J(x,= x,)'+ (- y,)

—_—— - | y
1 5| R0
H ? X o’
AP, Q) = J-3-1)+(2-9) AR
0 ‘ !
| A | |
Seaplicala formula ] I S e i f=—
d(P,Q) =25 dedistancio. QA3d | | | { |
Seredlizan T6-54 -3-2-1 | 1
. las operaciones. ] X (]
d(P,Q) =5 Seextrae laralz. B e e e l

Por lo tanto, la distancia entre los puntos P(1, 5) y Q(=3,2) es d(P, Q) = 5.

Punto medio de un segmento

Las coardenadas del punto medio del segmento que une dos puntos Px,, ¥y Qe y,)

- X+ x;'y,+y, .
2 2




Hqura 2

Pendiente de una recta

La pendiente m de la recta que pasa por los puntos Px, y,)y Qlx, ) se define como
=20 a4, '
N=X

Enla figura 2 se muestra la recta [ que pasa por los puntos P(x,,,) y Qlx,. ). Enel
tridngulo rectingulo PRQ, el dngulo 0 tiene igual medida que el dngulo que forma fa
recta ] con el eje x. Ademds se tiene que:

j ]
Lot

tan = Sedetermina fa tangente pera el dngulo B en el APRQ.

Por lo tanto, la pendiente de la recta s igual a la tangente del dngulo que la recta
forma con el eje positivo x. EL dngulo 0 se conoce como el dngulo de inclinacid de fa
recta, De este modo, es posible definir la pendiente de una recta a partir del dngulo
de inclinacion, Asf, m = tan 6,

® Ejemplos

@ Hallar la pendiente de una recta que pasa por los puntos A(3, 2) y B(~4, -3)
y ¢l dngulo de inclinacion de la recta,

me A

X=X

=3~7 5 Seremplozanloscoordenadas delos

m= -4—3- - ~7- puntosy se resuelven fas operaciones.

Definicidn de pendiente de una recta.

Por lotanto, a pendicnte de la recta que pasa por los puntos A(3,2) y B(~4, =3)

5
osm==,
7

Para hallar el dngulo de inclinaci6n de la recta se plantea la ecuacion:
tan0=m
-
tan 0 = 7 Seremplozo elvalor de m,
5
0= amlan(;] = 353215 Sedespcjaefdngulo(l,

5
As, el dngulo de inclinacidn de la recta cuya pendiente es ;.csﬂ =315,

@ Determinar fa pendiente de la recta a partir de su representacion gréfica,

1] Larecta pasa por (=4, 1)y (0, 3), entonces, se
3 AT hallala pendiente, asi
2
|

e nn Definicidn de la pendiente

L]
1 ! |

'A‘yf’w § o g :

LT 0%

deunarecto.
“4-5-4-3-241] 1 2 3 4%
!iT::.:;;|*. EENEN
BO RS 0-(~4) 4 2

) |
Por lo tanto, la pendiente de la recta es m = L

0 Halla la ecuacion de lugar geométrico de todos os

| dT[-E.I].U[-I,-
22 Y™

GEOMETRIA ANALITICA

(PENDIENTE DE UNA RECTA Y ACTIVIDADES)

Actividades §

puntos (x, y) del plano que cumplen con las con-
diciones dadas,

a Se encuentran a 4 unidades del punto (0, 0).
b. La suma de sus coordenadas es igual a 6,

9 Representa grficamente los lugares geometricos

del punto anterior,

Encuenteala distancia entre cada punto y ¢l punto ‘
‘»!l

LTI T |
RECRE .,.Mi
[l -
HNNRRH NN
EVEERRE!
REESTERERL
ATTLITTE
FTTTTe ¥l
tvnnoal s i o
o dMA) dodMD) g dMG)
b. d(M, B) e dME) h. d(M,H)
¢. dM,C) [ d(M, F) i, d(M, M)

0 Determina las coordenadas del punto medio del

segmento que une cada par de puntos,
2. R(1,3) 8(=3,4)

b. M(=2,5)N(=1,7)

¢ X-5,-2),Q0,4)

d. T(=5,4), U(=1,-4)

e. V(5 ~3), W(0,0)

f. A(=3,7),B(2,=8)

A
AATs

@ Caleula la distancia entre cada par de puntos y

graficalos,

& X-2,4),Q6,-2)
b. H(7,11),G(~2,4)

e

I

~——

0 Realiza la representacion gréfica de cada recta se-

| RECUERDA QUE. ..

)

Enlaecuaciny = mx + b

m; pendiente
o - interceplo

@ Determina la pendiente que pasa por cada par de

puntos  huego, traza la recta en el plano.

2 A-25.80,5) d C --1.-%].0(-4,7)

(1) f2) |
‘ b 1(12,=3),)(=4,3) e G 3.5 M '5",4 ‘

d i

¥ 3.5]. p(-l. 3]
37 24

Determina las coordenadas del punto medio de

cadalado del poligono. Luego, construye un poli-

gono con los puntos medios hallados y calcula su
perimetro,

A b,
I
|

al

¢. K(0,3),1(-7,0)

{
e

—_— e’
rd
A
> 4 |
P4 !
g
. —‘j__

;A'Z‘Tll l 2 ! [
[ | % .'
,_Ez;‘ i Il L, S ‘ 76 t \
R RR i “§t— ;u-i
:‘.4 L L"-'ltl ‘; |

111

giin las condiciones dadas.

a. Pasa por los puntos 3 1) yA(-2.4).

| 19
b. Pasa por los puntos A ==, 7|y Bl ==, =

¢. Eldngulo de indlinacion es 0 = 45°y pasa por
P3,3).

d. Eldngulo e inclinacion es0 = 180°y pasa por
P(=2,8).

¢ Eldngulo de inclinacion es 0 = 30°y pasa por |
1,3).

Determina la pendiente y ¢l angulo de inclinacidn
de cada recta,

() b.
(YT B
| ‘0 e fed \‘; [ -4 i \
! ik'_.».._j ‘,,,_‘.-\: 1241 -t
W T
.-io \ } bt feg {1 T\l.\.:.-
f=)8f |\" ' “pf gt



GEOMETRIA ANALITICA

Conicas

Superiicie conica de revolucion

Una superficie de revolucion es aquella generada por una curva plana, que se hace
girar alrededor de una recta fija, ubicada en el mismo plano de la curva.

En la figura se muestra la curva y = 2, quesehacc girar alrededor del eje y

.l",;:

)
<
\\

Cuando se hace girar una recta alrededor de una recta fija, la superficie gencrada cs
un cono circular recto denominado superficie crnica de revolucidn.

» Larecta que gira s denomina generatriz de la superficie.
+ Larecta fija se denomina eje.
+ Elpunto de corte de las dos rectas se denomina vértice,

Seccion conica
Una seccion conica es una curva quc resulta de la interseccion de un plano con una

superficie conica de revolucidn,

Las secciones que se pueden obtener dependiendo del dngulo de inclinacin del pla-
o que corta la superficie c6nica de revolucign son: fa cnrcunfcrcncla, la pardbola, la
elipse y la hipérbola,

Circunferencia Pardbola Elipse Hipérbola

7
v

%
Q,

El plano es Elplnoesparateloala  [Elplanocomta | €l plano que corta
perpendicular | generatiizde la superficie | transversalmente | a la superficie conica
alejedela cbnica. alasuperficie | es paralelo al eje de
sudetﬁcie ¢bnica, cnica. la superficie cénicaJ

i Actividades

(CONICAS)

Y osto que.aprend

Fcuacion general de sequndo grado

(PARA QUE ME SIRVE?

Lo sk Una seccin cnia s puede determinara partie de o cuacidn de segundo grado
whomind o A+ B+ Cort Dt B+ F=0,donded, B,C,D,Ey Fson nimeros rcalesy
mouns s, By Cdiferentesdecero

Elestudio decada seccin ica se hard desde f punto de vistageométric y anali
fico donde cada curva e coresponde una ecuaciOn de segundo grado.

Conicas degeneradas

Las cdnicas degenradas se forman cuando ef plano que inerseca a b superfce
chnica pasa por ¢l wétic deesa, Lassecones cdnicas degeneradas pueden e

+ Un punto, cuando el plano s perpendiculara je de  superfceconica
o Linea, cuando el plano s paraeloal gemeratizde asuperfce
v Secantes,cuando ol plano s paraleloal e del superfice cica

Un punto Unarecta Dos rectas secantes

:
@) '

o Escribe o nombre de s superficesde revolucidn

-G8 Sclucion problemas

que e forman en cada caso
o b, ‘ Oh‘n la situacion se utliza
< P * una linterna paraalum
— brar wn drea en ¢l suck.
Delerminala chnicaquese |
forma en ste aso

0 Realza.un dibujo donde se tusre a formacin
del siguiente solido,

OF,scribe ¢l nombre de bs conicas . |
que se pueden formar a parir de -

corles deun planoa un clindro. |

,,,,,,,,



GEOMETRIA ANALITICA
(CIRCUNFERENCIA)

La circunferencia

¥ Ejemplos

@ Determinar si cada punto P pertenece a la cir-
ferencia cuya ecuacién es x? + y* = 36.

Una circunferencia es el conjunto de puntos que estd a una distancia constante de un
punto fijo denominado centro. La distancia de cada punto de la circunferencia al centro

se llama radio.

Ecuacion canodnica de la circunferencia

En la figura se muestra una circunferencia con centro en el punto C(/, k) y radio r.

Como el punto P(x, y) pertenece a la circunferencia se cumple que:

AP, C)=J(x —hy + (y — k)
Vx =8y +(y—k) =r
(x—hyP+(y—k32=r

Por lo tanto, la ecuacién (x — h)? + (y — k)2 =

Sedetermina la
distanciaentre Py C.

Se oplica fa definicién de 1
circunferenciad(PC) =r. | |

Se eleva al cuadrodo
aambos lados.

= r? es la ecuacién de una circunferen-

cia con centro C(h, k) y radio r.

La ecuacién canénica de la circunferencia con radio ry centro en el punto C(h, k) es

En particular, si Cth, k) =

x—h2 4+ (y— K2 =
(0. 0). se tiene que Ia ecuacion candnica de la circunferencia es:
Xy =

® Ejemplos

@ Encontrar la ecuacién de la circunferencia con centro en C(2, — 1) y radio 3.

Como el centro es ¢l punto (2, —1), entonces, h =
(x—h2+(y—k?*=r
(x—22+(p+12=

(x—22+(y+1)2=9

2yk = —1,ademds r = 3.

Se parte de la ecuacion
de la circunferencia.

Se rernplazan los valores.

Se realizan las operaciones.

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia con centro cn C(2, — 1) y radio 3 es:
(x — 2)2 + (y + 1)? = 9 y su representacidn grifica es:

b.

Actividades

|
|

| o Determina si cada punto P pertenece o no perte-
l nece a la circunferencia dada.
|

|

|

|

|

P4, —1)a(x + 2)2 + (y — 1)2 = 25

ez (ol e s

P(1, —3)a(x + 2)2 + (y — 1)2 =25

(57 (- 3) o

»,—2)a(x— 1)2+ (py +4)2 =9

"1 e Encuentra la ecuacién candnica de la circunferen-
’ cia con los datos indicados.

n

£

b.

™

/i

C[O. —:2;):r= 3 s (,( ) = 3

(1, 4):r = 2 h. C(1, 1): r = J2

(0, —2);r = 4 i. C(—1,0);:r =3 .
i b . =R U

(0,0); r = = j. (3, —4);r 2

C(§.3);r=7 k. C(1.2) r = 7

c(—%.% ir=5 L ©O(—7.—2)%r = J11

o Encucentra las coordenadas del centro y el radio
que corresponden a cada ecuacién. Luego, grafica
cada circunferencia.

x2 4+ 32 o
x2 + 3% = 16
(x + 8)2 + (y + 2)* = 25

(=) s long) e
(=)= =

a2 4 3T =
(x + 1)2 + T =5

(x + 3)2 4+ 32 = 16

2-
x’+(y~—-—) =9

x’—b—y‘:%

a. P(—S,\/_ 1)

Se remplazan las coordenadas del punto P como
sigue:

Seremplazan
Rty =(=5P+ (M losvalores
231l Seresuelven los
=36 potencias y se suman.

Las coordenadas del punto P(-5, JIT) cumplen
_con la ecuacién de la circunferencia, por lo tanto,
el punto pertenece a la circunferencia.

b. P(4,3)

2y =@+ 0P o emplazan los valoes.
=16+9 Seresuelven las potencias
=25 ysesuman,

Como 25 # 36, entonces, el puﬂlo P(4, 3) no per-
tenece a la circunferencia.

@ Encontrar la ecuacién de la circunferencia a
partir de su grafica.

R EERE
—i 1‘1 i |
aeEan
b2 2 }‘1
| ._; [ ] !
=i

| L1

.La circunferencia tiene centro en C(0, 0) y radio 3,
Por lo tanto, su ecuacién es:

Rip=nr Setoma la ecuacién de la
circunferencia con centro en (0, 0).
Aty=9 Se remplaza el valor.

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia es:

R4 y=9,

@ Encontrar el centro y el radio de la circunferen-
cia que tiene como ecuacioén (x — 3)? + y? = 16.

El centro de la ecuacién es (3, 0), donde h = 3 y
k=0.

De la ecuacion se tiene que r* = 16, asi el radio

esr=4.
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Encontrar la ion de la circ ia cuyo
® cc y

didmetro es PQ, donde P(—3,5) y Q(1, —3).

El centro de la circunferencia es el punto medio
del didmefro. Asi,

Seaplicala

=3+1 5+(=3) férmula del
M( P _2“) =(-LD punto medio

entre Py Q.

Como P pertenece a la circunferencia y el centro
es el punto (- 1,1), entonces:

(x=h2+(y—-kPp=r
(x+ 1)+ (y—-1P2=p

Se remplazon las
coordenadas del
centroC(=1,1).

Se remplazan los
A+ 1P+ (=3-1)2=r coordenadas del
24 (—4=p punto (1, =3).
Serealizan las
20=r operaciones,
r=+20 Seextrae laraiz.

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia es
(x4 124 (y—1)2=20.
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o Determina la ecuacién de cada circunferencia re-
presentada. ~

e Determina la ecuacidn de la circunferencia con
centro (— 1, 6) y que pasa por (3.
. —8) situado en esa cir-

testa: jestd el punto (—2
cunferencia?

e Escribe la ecuacién candnica de una circunferen-

<ia quec sca:

a. Tangente al eje y ¥y cuyo radio seca igual alde la
circunferencia con ecuacion x? -+ y? = 36.

b. Tangente al cje x y al cje y al mismo tiempo. |

<. Su didimetro sea el segmento que une los pun-

—5).

d. Su didmetro sea ¢l segmento que une los pun-

tos P(—4, 1) y Q(2,

tos P

v o=

o Encuentra las ecuaciones candnicas de los ele- |
mentos que forman la construccién.

—3). Luego. con-
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(LA PARABOLA)

La pardbolo

La pardbola es el lugar geométrico de los puntos P(x, y) del plano, que equidistan de

una recta fija denominada directriz y de un punto fijo F; llamado foco. Asi,
d(P, M) = d(P, F)

Donde M es el punto sobre el que se proyecta P, en la directriz.
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Construccion de la pardbola

Para construir una paribola se siguen los pasos que se describen a continuacién:

1. Sbre una o depel e vz na et 2 | 4, (on o de un i ¢ maniene tera o |
(drectiz)y un puntoFo  (foo) Fexteriorald £ cueedaysehaceun tramsobre e papel,a medida
. f 1 quelaescuadiasedesplarahacala deechasobee

P Ldieiz o 3
f, -
directriz ' "
H ! -/
: i dii
£ 2, (on una ecuad ABC on dnguorcton B e B taih

oloca el extremo de una currda en el punto (. La

ekl et 6. G o cmnn et 5. Etrazo obtenido e una rama de la pardbola.

werda se oloca sobre el punto, it i
c |
| O
cuerda “"mh
A i
F ; P
directriz B i ' 1
ENe
B B A
£ 3, Soubicael cateto ABela ecuadia ot - :
iz, d2 modo que BC pase par el foco, 6 Se repite e proceso para completar 2 parsbola
c pero esta vez, e hace ef desplazamiento haciala
. izquied. "
cucrda£ ‘ v
F : F
it B 1 d directriz
I
g
F0, p)
‘R
- —p<H -
d Q y = P

Elementos de la parabola

En una pardbola se distinguen los siguientes elementos:

Eje de simetria o eje focal: es la linea recta | donde una rama de la pardbola se refleja
enotra, '

Vértice: es el punto V de interseccion de la pardbola con el eje de simetria.

Foco: es ¢l punto fijo F del plano que equidista de cualquier punto sobre la pardbola
y se encuentra sobre el eje de simetria,

Directriz: en la linea recta d cuya distancia a cualquier punto sobre la pardbola es la
misma, ¢s perpendicular al ¢je de simetria,

Lado recto: es la cuerda LR perpendicular al eje de simetria de la pardbola, que pasa
por el foco. .

Longitud d-el lado recto de la pardbola

A partir dg la definicion de la pardbola y con la grifica de la figura 9, se plantean las
siguientes conclusiones:

« El vértice de la pardbola es el punto medio del FQ, donde Fesel focoy Qesla
interseccién del cje de simetria con la directriz.

« Ellado recto LR de la pardbola y el RT perpendicular a la directriz, se tiene que
son: FR = RT, Ademis, RT = FQ.

Como V es el punto medio de Fﬁ y 26 - R_T. entonces, R_T.' = 2FV,
Como L y R son simétricos con respecto al eje de simetria de la pardbola, entonces:
LF = FR, de donde, LR = 2FRy como FR = RT'y RT = 2FV se tiene que:
LR = 2FR = 2RT = 2(2FV) = 4FV
Por lo tanto, el lado recto de la paribola LR = 4FV.

Ecuacién candnica de la pardbola -
convérticeen (0,00

Cuando la pardbola estd ubicada en el plano cartesiano, con vértice en el origen, su
ecuacion se determina analizando dos casos: la pardbola con vértice (0, 0) y eje de
simetria el ¢je x y la pardbola con vértice (0, 0) y eje de simetria el eje y.

Ecuacion candnica de la parabola

con veértice en (0, 0) y el eje de simetria el eje x

En la grifica de la figura 10 se muestra una pardbola con eje de simetria el eje x y
vértice en (0, 0), En la pardbola se ticne qué:

+ Ladistancia del foco al vértice es p, es decir, d(F, V) = p. Por lo tanto, las coorde-
nadas del foco son F(p, 0).
+ Ladirectriz de la pardbola s la recta cuya ecuacion es x = = p.

» La proyeccion de cualquier punto P(x, y) de la pardbola en la directriz es de la
forma M(=p, y), por lo tanto, la distancia entre el punto Py M es:

| d(P.M)=J[x-(-p)]’+(y—y)’zx +p
+ ladistancia de P(x, y) al fofo Fes: d(P, F) =

x=pi+y.

Xt P oy

T P(x, y)

QU=p, )t

S ——— — -

R(—p, 0)] \"((1(il_F(p,l') .
|




GEOMETRIA ANALITICA

Por la definicién de la pardbola se tiene que:
. d(P, F) = d(P, M) Se remplazan las diP, F) y d(F M).
m =x+p
(x = p)+y*=(x+p)*
»*=4px

Se elimina el radicol.
Se desarrolian los cuadrados. *
Seresta x?, p? y se suma 2xp.

Por lo tanto, la ecuacién de la pardbola con centro (0, 0), foco en (p, 0), directriz

x = —pyeje desimetria x es 32 = 4px.

La ecuacién candnica de la parabola con vértice en (0, 0), foco en (p, 0) y ¢jc de si-

metria el eje x, es y? = 4px. -

Ecuaciéon candnica de la pardabola

con vértice en (0, 0) y eje de simetria el eje y
En la grifica se muestra una paridbola con ¢je de sime- ¥y i
tria cl cje y y vértice en (0, 0), en la pardbola se ticne que: \

+ Las coordenadas del foco son F(0, p).
« La directriz de la pardbola es la recta cuya ecuacién

esy = —p. "Q-l” - //j./
« La proyecciéon de cualquier punto P(x, y) de la para- ~ =
bola en la directriz, es de la forma M(x, —p), asi: a y=-p ‘ MG =)

dP, M) = J(x —xY +[y —(—p)F =y +p
« Ladistancia de P(x, y) al foco Fes:

AP, Py =+ G —pr

Reali 36.un stlisis simil

en (0, 0) y eje de simetria cl eje y. Asi:

al anterior se deduce la ecuacién canénica con vértice

La ccuacién candnica de la paribola con vértice en (0. 0), foco en (0, p), ¥ eje de

simetria el cje y, es x2 = 4py.

Si p > 0, la ecuacioén y? = 4px representa una parabola que se | 7 B

abre hacia la derecha del vértice, porque cl foco F se encuentra
a la derecha del vértice (0, 0).

Si p << 0, la ecuacién y? = 4px representa una pardbola que se i
abre hacia la izquierda del vértice, porque el foco F se encuentra Z
a la izquierda del vértice (0, 0).

Si p > 0, la ecuacién x2 = 4py representa una pardbola que se I=
abre hacia arriba del vértice, porque el foco F se encuentra arri- N
ba del vértice (0, 0).

Si p < 0, la ecuacién x2 = 4py representa una paribola que se
abre hacia abajo, porque el-foco F se encuentra abajo del vértice i |
(0, 0). i I |

Actividades

parabola.
a. 2= —12x h. x2+ 12y =0
b. > —4x =0 i. x2= —5y
| C. X2 +y=0 jo x*— 14y =0
d. x2=9yk k. x2 -+ 8y =0
1
e. ¥ +2x=0 L p = —x*
> > >
£ x>+ 12y =0 m. y?— %x =0
g x*— 2y =0 n.y' —ix=o
B 2)' - >

los siguientes elementos:

1 a. Vértice: (0, 0); directriz: y» — 4 = 0
| b. Vértice: (0, 0); foco (0, 3)
c. Vértice: (0, 0); directriz: x = —2
d. Vértice: (0, 0); foco (—3, 0)
€. Vértice: (0, 0); directriz: x = 2

(0, 0); directriz: x = .
— )
3

Vértice (0, 0); foco (é. 0)

f. Vértice:

Vértice (0, 0); foco (0.

e Completa la siguiente tabla,

(LA PARABOLA)

® Ejemplos

@ Repr tar grifi

rectrizx = —2.

la pardbola cuyo vértice es (0, 0), foco (2, 0) y di-

Se ubica en el plano cartesiano ¢l vértice, ¢l foco y la directriz dados. Como
p = O, entonces, la pardbola se abre hacia la derecha. Como p = 2, la longitud
del lado recto es LR = [4p] = |4 X< 2| = 8. La grifica es:

|
|
-4

~
e

=}
SLL
b

N

=]

-~

|
w
N
-
(PR |
("]
-
%

|
-
|
'
i

/

@ Determinar el eje de simetria, ¢l foco y la directriz de Ia paribola cuya ecua-

ciénes y? = —12x.

Al comparar la ecuacién y2 = —12x con »? = 4px sc tiene que:

4ap = —12
pP=—3
Como p < 0, la pardbola abre hacia la izquierda.

El foco es (—3,0)
La directrizes x = 3

Ia pardbola con centro en (0, 0) cuya ecuacidén es

A Repr grafi

x% = —8y.

Al comparar la ecuacién x* = —8y ,;

con x? = 4py se tiene que: S5 Ay £ e

Ap==38 !vio.o
P2 —w—3-2z—1,1 1 23 3 %

Como p < 0, la paridbola abre hacia abajo. - <A 2136, ._*2;5\

El foco es (0. —2) v = \

La directrizes y = 2

@ Encontrar la ecuacién y la directriz de la pariabola a partir de la figura.

La pardbola ticne vértice en el origen y su gje de

> =
\ / simetria ¢s el eje ).

N s BT 7 1 1 -

H H El focoes |0, 2 Jpor lo tanto, p = =

' 1 H

H F(Q»’%{ H Como la parabola tiene cje de simetria el eje x.
o = i< ¢s, su ecuacion es de la forma x? = 4py.
o =—-1

-1 V=% x* = 4(%]; = 2y Se remplaza el valor de p.

Por lo tanto, la ccuacién de la paribola es x? = 2y.

o Encuentra las coordenadas del foco, la ecuacién
de la directriz y la longitud del lado recto de cada

Determina la ecuacién de la parabola a partir de

[ Vértice Foco Directriz Ecuacion ]
(0. 0) x==
(| -1
(0. 0) y=—3
. (0, 0) y =4
©o | ¢.0
(0. 0) x=—
, i == | 2 +ax—o0
(o, 0) {(5,0) 1)

o Determina las ecuaciones de las pardbolas.

a. C.
£ - A
2 —= 2
1 FL;0) F—1.0)}
"—'|"~3. 2-3 45X vs»-4—3—2—_1)4i ] 2x]
-2 13 = ,—4’2
-3 T —3{
b. d.
» yi
| " | — ! 1 =
\ 5 y 4—3-2~41 1" K2 3 4
\ 2+ A —2 —
N VG ) /1 S1F©O. =2)
= — - ,A' e, I‘
—3—-2 ‘lll B { s |

Soluciona problemas )

e Considera la siguiente figura.
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Determina el area sombreada del triangulo.

Cuando se inscribe un triangulo dentro de una
parabola como en la Aigura, ¢l d4rca que encie-
rra la pardabola desde Ia base del tridngulo es

a.

<4

= del drea del tridngulo. Determina el drea que

encierra la pardbolaentre x = —3 yx = 3.

o Demuestra que la ecuacién que tiene la forma

Ax?T + Dy = 0Ocon A # 0y D ¥+ 0 es la ecuacioén
de una pardbola con vértice en (0, 0) y cje de sime-
tria el e¢je y. Luego, determina las coordenadas del
foco y la ecuacion de la directriz.

Q I;ﬂodcloz 4_] |



La elipse

GEOMETRIA ANALITICA

(LA ELIPSE)

La lipse es un lugar geométrico de los puntos del plano, tales que la suma de fas dis-
tanciasa dos puntos fijos F, y F, denominados focos es constante. Asi, ¢l punto P(x, )
pertencce  la clipse i d(P, F,) + d(P, F,) = 2a donde a es un ndmero real positivo,

Construccion de una elipse

Para construir una elipse se procede segin los siguientes pasos:

................

1, Sobreuna hoja de papel e bican s pustos 2, Selomauna(ue:dade!onqnuﬁme-,wqm'ladn-';

Fy uesonlosoces de e

los focos.

h f febed

(

1 entie F, y F,y e fjn sus xtemos s

f j\/\-\', ftlodl

3, Con a pusty de un lipia s¢ mantiene tensa 4, Se coninda esizando e gz hst obene b
o n e punto P, Logo sedesea e | efpecomple 5
o e,y sin dej deemsar v, |

Elementos de la elipse

Los elementos de Ja elipse son:

Los focos: son los puntos fijos F, y F, del plano,

El ¢je focal o el eje principal: es la recta que |

pasa por los dos focos,

Elcentro Cees ol punto medio del segmentoque |

une los dos focos.

Eje normal o secundario; es la recta perpendi-
cular al ¢je focal que pasa por ¢l centro de la
elipse.

Los vértices: en los puntos V, y V, donde la

clipse corta al eje focal,

VAR

[ TEelal |

El cje mayor: es el segmento que une los vértices sobre el eje focal V, y V),

El ¢je menor: es el segmento que une los puntos de interseccion de a elipse con el

¢je normal.

Ellado recto: es ¢l segmento perpendicular al e focal que pasa por uno de los focos

y que une a dos puntos de la elipse.

Ecuacion candnica de la elipse
con centro (0, 0)

Cuando la elipse estd ubicada en el plano cartesiano, con centro en el origen, su
ecuacion se determina analizando dos casos: la elipse con eje focal igual al eje x y la
elipse con eje focal igual al eje y.

Ecuacion candnica de la elipse con centro (0, 0)
Y eje focal sobre el eje x

En la figura 12 se muestra una elipse con centro en (0, 0), eje focal x y focos F, (=, 0)
y Fe, 0),

Para un punto P(x, y) de la elipse se cumple que:

dP.F) + d(P.F) =20 Seaplica definicidn
J(x Fo 4 (y-0) + J(x Sy -0 =2 de distancio.
(x+c)z+),x=20_m Seresta Jix = '+ .
( m] . (Za _ m); Se eleva ol cuadrado,
Sechminalaralz

(ke +p=dal=daf(x =) +y 4 (x= 4y ysedesamol

el cuadrado.,

SHuctd+p=dat-daflx=cf +y' +at=2ctd+y
4xc - da? = -40‘/(:: -of+y

Sedesarrollan
! los cuadrados.
(xc = a?) = (-a‘}(x =)+ y’]
A Se elevan al cuadrado
W = xead + ab = @(x = ) + o}y ambos miembros
S 3 4 ot
K = cat + 0t = @ - e + ) + adp Seelminalaraizyse
Xt = 2ucat + ot = ot = xcal + ol + aly? desarrolo el cuadrado.
X+ at = al +ald + oy Sedesarrolla
el cvadrado.

2ot = J) 4 dlyt = - &)

La distancia el punto B,(0, b) a cada foco s a, ya que la suma de las distancias a los
dos focos es 2a como se aprecia en la figura, Por lo tanto, se tiene que:

@=p 4+
P =al-¢

Se aplica el teorema de Pitdgoras,
Se despejo

Al remplazar b = a? = ¢ enla ecuacion x'(? - &) + ¥y = a¥(* - &),

X+ atyt = ol Seremplozaa® - ¢ por Y,

Se divide por o'ty

La ecuacion candnica de una elipse con centro (0, 0), focos Fi(=¢, 0) y Fy(c, 0),
vértices V,(=a, 0) y V(a, 0) y los cortes con el cje y en B,(0, b) y B,(0, =b) es

1 2
x—+!—=lydondea>b>0ya2=b2+cz.
at B )



GEOMETRIA ANALITICA
(ECUACION DE LA HIPERBOLA)

La hipérbola

1 hipérbola s ¢l lugar geométrico de los puntos del plano tales que la diferencia
de sus distancias a dos puntos fijos denominados focos es constante. As, el punto
Plx,y) pertenece a la hipérbola si d(P, F) = dpFy) = 2a donde a es un real positivo,

Consfruccion de una hipérbola
Para la construccion de Ta hipérbola se lleva a cabo el siguiente proceso:

1 Solxc 1na hoja de papel se marcan ¢os pun:os 2 $e tm\a i nqla de kmg tudl g (uenla dr
2 hyky longodL elquel, =, <Ff, :

...........

3% punmremodc|a(uerdaaunemmwoﬁr'de
© laglayelotoexemase s sovee fcof

4. onl pana delliptz, en coneocon e, @
mentiene tersa a cuteda y 5 i g dhede- |
i de f descrdiendo un o2y continuo

£ 5. Hpocesecompla e xtemoce b

rega al que nose h fadola cueeda. hwbc!a

L
.

En una hipérbola se determinan los siguientes elementos,

Focos: son los puntos fijos del plano F, y F,.

Eje focal: es la recta que pasa por los dos focos,

Vértices: son los puntos de Ja hipérbola que estin sobre l eje focal V, y V.

Eje transverso: es ¢l segmento cuyos extremos son los vértices de la hipérbola.

Centro: punto medio del eje transyerso.

Eje normal: es la recta perpendicular al je focal que pasa por el centro dela Inpcr
bola,

Eje conjugado: esl segmento perpendicular al eje transverso que pasa por ¢l centro
de hipérbola,

Asintotas: son dos rectas que pasan por el centro de |a hipérbola, las cuales se aproxi-
man a las ramas de la hipérbola sin tocarla y se extienden indefinidamente.

Lado recto: ¢s un segmento perpendicular a eje focal que pasa por un punto de los
focos y que une a dos puntos de 12 hipérbola,

Ecuacion candnica de la hipérbola
con centro en (0, 0)

En la figura 15 se muestra una hipérbola con centro (0, 0) y ¢je focal sabre el eje x.

Los focos F, y F, estan sobre el ¢je focal, es decir, sobre ¢l eje x. Como el centro O eseel
AL ) )

punto medio del segmento que une los focos, entonces, las coordenadas de los focos

son F(—¢,0)y F)(c,0).

Para un punto P(x, y) de la hipérbola se cumple que:

d(P,F)) = d(P,F)) = 2a Se parte de la definicion de lo hipérbola,
Joterty- J(x g ty=2u Se aplica la distancia entre Py cada foco.
f o\ ?
(x+c)’+y=2a+m Sesuma yx =Xyl
Seeliminan fos raices
-a=afx -
x=a=aflx-ci+y y se resuelven las operaciones,
(e = ad) = ¥y = a¥( - a*)? Se foctoriza,

Como & = a? + b, entonces, b* = ¢ — a2,
X - a’)-‘ = a'h?
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e
+ Laecuacion candnica de la hipérbola con centro (0, 0), con ¢je focal sobre el eje
x, focos F\(=¢,0) y Fy(c, 0) vértices V,(—a,0) y Vy(a, 0) es:
2 \2
- 2— =1dondea,b¢>0c>aycd=a + 12

b

Seremplaza ¢ — & porbr,
Se dwiden ambos miembros por 't

Ademis, OF = ¢y los extremos del ¢je conjugado son (0, b) y (0, =b). Las ecua-
ciones de la asintotas son y = é.\: yy= —kx.
a a

Del mismo modo la ecuacion candnica de Ia hipérbola con centro en el origen y
eje focal sobre el eje y.

En la figura 16 se muestra una hipérbola con centro (0, 0) y eje focal sobre el ¢je y.
Los focos F, y F, estin sobre el eje focal, es decir, sobre el eje y.

Como el centro O es el punto medio del segmento que une los focos, entonces, las
coordenadas de los focos son F,(0, =¢) y £,(0,¢).

+ Laecuacién candnica de una hipérbola con centro (0, 0), con ¢je focal sobre el eje

x, focos F\(0, =c) y (0, ¢)vértices V,(0, —a) y V,(0, a) es:

y? xl
—’--b_—l dondea,b,c>0,c>ayct=
a

Ademis, OF = ¢y los extremos del ¢je conjugado son (b, 0) y (—b, 0). Las ecua-

at+ I

% : a a
ciones de las asintotas son y = Ex yy=--x

. i+ 5

. ¢
La excentricidad de una hipérbola se define como e =~ = , con
a a
¢ > a. La excentricidad de la hipérbola siempre es mayor que 1.
bZ
Longitud del lado recto de la hipérbola se obticne asi: LR = —
a
y
. T B
- 1 Y
F, F,
V(—a,0) Via, 0) X x
i . ‘,'
{0,~b)
’ b » - N .
y ax ki
Fqura 15

Fiqura 16



GEOMETRIA ANALITICA
(EJEMPLO Y ACTIVIDAD SOBRE ECUACION DE LA HIPERBOLA)
% Ejemplo
2 1

Dada la ecuacién -;—S -L - 1, determinar los elementos de la hipérbola y

realizar su grafica,

xk ,,X x! 2
Al comparar la ecuacion — ~ = =1 con — — *— =1 se liene que a* = 25y
25 16 P

b* = 16, como b? = & — a%, setiene que ¢ = b* + a? = 16 + 25 = 41. Por lo tanto,
a=5b=4yc=ilL

Asi, los elementos de la hipérbola son:
Focos: (—v/41,0) y (v41,0)

Vértices: (—=5,0) y (5,0)

Asintotas; y = 4:: =t
sy 5 Yy |

e _Ji
5

Excentricidad: e = = =

o

La grifica de la hipérbola se muestra al lado.

ACtiVideeS (@f.'-n to: 12 QModekxsl

0 Escribe la ecuacion candnica de la hipérbola cuyo 9 Determina la ecuacion de las hipérbolas de cada |
centro es el origen y que tiene los elementos que grafica,
se indican en cada caso.

a. &
a. V(0,3)y F0,4) f. V(0,1)y F(0,2) N T "{ =L 3—]_ il |)5r
: : — 1 E p—e— bt !
b V(=4,00yF(=5.0) g V(0.1)y F(0.3) VR It 7 8 4
c. V(0,—4)y F(0,—V4l) h.V(0,3)y F(0,5) I VI Y O O 1 N\t
] Y v ] Sé
d. V(-8,0)y F(—10,0) i. V(3,0)y F(-5,0) ‘\: ju;i 7} :/- | l“ =3
_ 5 ELUEEEEN SN R
¢ V0,-2)yF0.-6)  j V(~6,0)ye== —14-}3?7.-51/\Ti s
4 - : 4 71 -~ :. L . } l }:‘.‘J
e Dibuja las hipérbolas cuyas ccuaciones se descri- / i i Ii \ :\ { ' ,v 3 & N
ben a continuacién. Determina en cada caso las | / g .L;.-----‘.:\ N i ’,' Lal] \
ccuaciones de las asintotas: bt ~:-s L x\ | ‘I lIS I et
2 2 2 i ' A e S
a..{_—y_= f. f—.—y’:] b d.
A : HT ANEA
b. =x2=36 g 22X =31 =12 - — ! - I "'-,4~ }'--—;
55N S S Y | .4 4 -,"
N T e ““"\“'\‘;"“"‘T'/f"/”'T EREE e
TV b e | | M T mka
1 2 2 . - = _:2..;" 7T : 4 -221 N
P E gy, Vo EENTIR D
16 25 9 TR 2T
"y = FT RN R
ey —T-l ) -lz-y-— - “; i ‘,'/; s\f ‘
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